Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numerique d’un ouvrage conserve depuis des generations dans les rayonnages d’une bibliotheque avant d’etre numerise avec 
precaution par Google dans le cadre d’un projet visant a permettre aux internautes de decouvrir 1’ ensemble du patrimoine litteraire mondial en 
ligne. 

Ce livre etant relativement ancien, il n’est plus protege par la loi sur les droits d’ auteur et appartient a present au domaine public. L’ expression 
“appartenir au domaine public” signifie que le livre en question n’ a jamais ete soumis aux droits d’ auteur ou que ses droits legaux sont arrives a 
expiration. Les conditions requises pour qu’un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d’un pays a 1’ autre. Les livres libres de droit sont 
autant de liens avec le passe. Ils sont les temoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 
trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte presentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 
du long chemin parcouru par l’ouvrage depuis la maison d’edition en passant par la bibliotheque pour finalement se retrouver entre vos mains. 



Consignes d’utilisation 

Google est her de travailler en partenariat avec des bibliotheques a la numerisation des ouvrages appartenant au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles a tous. Ces livres sont en effet la propriete de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
II s’agit toutefois d’un projet couteux. Par consequent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inepuisables, nous avons pris les 
dispositions necessaires afin de prevenir les eventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requetes automatisees. 

Nous vous demandons egalement de: 

+ Ne pas utiliser les fichier s a des fins commerciales Nous avons congu le programme Google Recherche de Livres a 1’ usage des particuliers. 
Nous vous demandons done d’ utiliser uniquement ces fichiers a des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet etre employes dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas proceder a des requetes automatisees N’ envoy ez aucune requete automatisee quelle qu’elle soit au systeme Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caracteres ou tout autre domaine necessitant de disposer 
d’importantes quantites de texte, n’hesitez pas a nous contacter. Nous encourageons pour la realisation de ce type de travaux l’utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous etre utile. 

+ Ne pas supprimer V attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d’acceder a davantage de documents par 1’ intermediate du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la legalite Quelle que soit l’utilisation que vous comptez faire des fichiers, n’oubliez pas qu’il est de votre responsabilite de 
veiller a respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public americain, n’en deduisez pas pour autant qu’il en va de meme dans 
les autres pays. La duree legale des droits d’auteur d’un livre varie d’un pays a l’autre. Nous ne sommes done pas en mesure de repertorier 
les ouvrages dont 1’ utilisation est autorisee et ceux dont elle ne l’est pas. Ne croyez pas que le simple fait d’afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut etre utilise de quelque fagon que ce soit dans le monde entier. La condamnation a laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d’auteur peut etre severe. 



A propos du service Google Recherche de Livres 



En favorisant la recherche et l’acces a un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le franpais, Google souhaite 
contribuer a promouvoir la diversite culturelle grace a Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de decouvrir le patrimoine litteraire mondial, tout en a idant les auteurs et les editeurs a ela rgir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte integral de cet ouvrage a l’adresse http : / /books . qooqle . com| 



Google 



This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world’s books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 



Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non- commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 



About Google Book Search 



Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at jhttp : //books . qooqle . com/ 



-'J\. <r-J[ 

( y'" 1 '* ^ .' ) 



Digitized by L^ooQle 



. /d 

,£70<r : : »®ifi UBKAPT 3 

Q(\SO°! , 

SZZ't 

/ m 

Coll . 




Digitized by 



Google 




Digitized by L^ooQle 



Digitized by L^ooQle 



Digitized by L^ooQle 




RECUEIL D’EXERCICES 

SUR LA 

MECANIQUE RATIONNELLE. 



Digitized by 



PARIS. — IMPRIMERIE GAUTH1ER-VILLARS ET FILS, 

Quai des Grands-Augustins, 55. 



Digitized by L^ooQle 



9 



RECUEIL D’EXERCICES 

SCR LA 

MECANIQUE RATIONNELLE, 

a l’usage des candidats 

A LA LICENCE ET A L’ ACRES ATION DES SCIENCES MATHEMATIQDES; 

PAR 

A. DE SAINT-GERMAIN, 

Professeur de Mecanlqne A la Faculte des Sciences de Caen. 

DEUXIEME EDITION, ENTIEREMENT REFONDUE 







PARIS, 

GAUTHIER- VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES 

DE L’lJcOLE POLYTECHNIQUE) DU BUREAU DES LONGITUDES; 
Quai des Grands-Augustins, 55. 

1889 

(Tons droits reserrds.) 



Digitized by AnOOQle 




Digitized by L^ooQle 




PREFACE. 



L’accueil favorable qui a ete fait a la premiere 
edition de cet Onvrage m’a permis de croire que le 
plan en etait bon et je l’ai conserve dans l’edition 
nouvelle; mais j’ai apporte tous mes soins a revoir 
mon travail, a faire disparaitre les incorrections de 
details qui s’y etaient glissees; en bien des endroits, 
j’ai ameliore la redaction primitive et j’ai fait de nom- 
breuses additions qui devront etre utiles aux aspirants 
a la Licence et a l’Agregation. C’est a eux que ce Livre 
s’adresse specialement. J’ai voulu leur presenter des 
exemples des divers genres de problemes qu’ils pour- 
ront avoir a resoudre, sans fatiguer leur attention par 
Tinutile repeti f ion d’exercices trop semblables les uns 
aux autres; je n’ai point multiplie les questions dont 
la solution est intuitive; mais, d’autre part, j’ai evite 
celles que leur difficulte ou leur etendue empecherait 
de considerer comme de veritables exercices ou de 
proposer comme sujets de composition. 

J’essaye d'arriver a la solution de chaque probleme 
par la voie la plus naturelle et la plus facile, puis, 
une fois cette solution trouvee, de l’etudier aussi com- 
pletement que possible : il ne suffitpas d’avoir obtenu 
l’equation d’un mouvement ou d’une courbe : il faut 
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mettre en lumiere la nature du mouvement, la forme 
de la courbe et discuter les divers cas qui peuvent se 
presenter. J’ai presque exclusivement traite des pro- 
bl&mes pour lesquels cette etude etait possible; mais 
j’ai montre, par maints exemples, qu’il n’est pas pour 
cela necessaire, ni meme toujours desirable, d’arriver 
a des formules definitives au point de vue analytique : 
une equation differentielle peut indiquer, parfois plus 
clairement que son integrale, la loi d’un mouvement; 
il peut etre facile d’apercevoir la forme d’une courbe 
quand on a exprime, en fonction d’un parametre 
variable, les coordonnees du point qui la decrit et 
1’on n’a pas interet a en chprcher l’equation explicite. 

Au debut de chacun des Chapitres, je rappelle 
brievement les resultats theoriques qui doivent y etre 
appliques, afin d’en preciser le sens et la portee ; par 
exception, je developpe quelques theories qui pour- 
raient trouver place dans le cours proprement dit, 
lorsqu’on peut les regarder comme accessoires ou 
que je desire, a titre d’exercice, les exposer d’une 
fa§on particuliere ; je citerai l’etude des forces qui 
ne changent pas quand on deplace leur point du- 
plication, les proprietes fondamentales du potentiel, 
de l’acceleration centrale, les accelerations d’ordre 
superieur, la theorie geometrique des brachisto- 
chrones, l’etude de l’herpolhodie. D’un autre cote, 
j’ai supprime quelques developpements sur les mou- 
vements relatifs, sur les equations d’Euler, de La- 
grange, d’Hamilton et d’autres questions complete- 
men t entrees dans l’enseignement depuis la publica- 
tion de ma premiere edition. 
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VII 



J’ai conserve, en modifiant parfois leur solution, 
presque tous les problemes que j’ai d’abord develop- 
pes : parmi ceux que j'ai ajoutes, on trouvera quelques 
applications geometriques de la Statique et de la 
composition des vitesses, la generalisation, d’apres 
Abel, du probleme des tautochrones, un problemc 
sur les forces centrales de Jacobi, une application 
des equations de Lagrange au gyroscope, les ques- 
tions proposees a l’Agregation depuis une dizaine 
d’annees, etc. Mais ce qui a donne le plus d’extension 
au Volume primitif, c’est Introduction de nombreux 
exercices dont plusieurs ont ete proposes aux exa- 
mens de Licence et dont la plupart sont accom- 
pagnes dedications propres a guider le lecteur ou a 
lui permettre de controler les resultats qu’il aura 
trouves. 

On peut se demander s’il convient de commencer 
le Cours de Mecanique par la Cinema tique ou par la 
Statique; quant a leurs applications, elles sont si 
completement independantes les unes des autres que 
Tordre dans lequel on les presente est indifferent. 
J’ai, comme en 1876, commence par la Statique, 
puis viennent les problemes, plus specialement geo- 
metriques, de la Cinematique, dans laquelle on 
s’occupe de mouvements donnes a priori; mais, pour 
le mouvement d'un solide invariable, j ai du me 
borner aux proprietes les plus simples, afin de ne 
pas introduire un Chapitre bien interessant, mais 
singulierementetendu, de la Geometrie cinematique. 
La Dynamique tient naturellement la place princi- 
pale; quant a la Mecanique des fluides, on lui 
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emprunte si rarement des sujets de composition dans 
nos concours, que je l’ai laissee de cote. 

Si j’ai apporte tous mes soins a bien exposer les 
points delicats, j’ai cru pouvoir me permettre des 
abreviations dans les parties les plus faciles et dans 
Tenonce des probl&mes proposes aux examens; il 
s’agit ici d’un Livre d'exercices et il faut laisser 
quelque chose a faire au lecteur, meme des figures 
quand elles n’offrent pas de difficultes. 

Un grand nombre de questions traitees dans ce 
Livre sont tirees des Recueils de Walton, du P. Jul- 
lien, du D r Fuhrmann et des compositions donnees a 
la Licence ou a l’Agregation; j’ai aussi ete tres heu- , 
reux de pouvoir beaucoup emprunter aux ecrits de 
maitres eminents parmi lesquels je me fais un devoir 
de citer MM. Darboux, Resal, Gilbert. J’ai indique 
les sources ou je puisais, sans entrer dans des details 
historiques qui n’ont d’interet reel que s’ils sont 
complets. C’est d’abord avec les methodes de la 
Mecanique que mes lecteurs doivent se familiariser; 
ces methodes sont d’ailleurs loin de presenter les 
difficultes que leur attribuent trop souvent les debu- 
tants; elles se ramfenent a un tres petit nombre de 
principes generaux et les problem es de Mecanique 
sont peut-etre ceux qu’on peut aborder avec le moins 
d’hesitation. 

A. S.-G. 
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RECUEIL D’EXERCICES 



SUR LA. 

MfiCANIQUE rationnelle. 



STATIQUE. 



EQUILIBRE D UN POINT MATERIEL. 

Gas ou le point est libre. 

1. Tout systeme de forces agissant surun point materiel 
peut &tre remplace par une resultante, dont la projection 
sur un axe quelconque est egale k la somme des projections 
des forces donnees. Si le point est entierement libre, il y 
aura 6quilibre quand la resultante sera nulle ] et pour cela 
il faut et il suffit que les projections des forces donnees, 
faites sur trois axes parall&lement aux trois faces d’un 
triedre, aient une somme nulle. Si toutes les forces agissent 
dans un m£me plan, il suffit d’egaler a zero la somme de 
leurs projections sur deux axes pris dans ce plan. 

Quand trois forces concourantes P, Q, R se font equi- 
libre, elles peuvent 6tre representees en grandeur et en 
direction par les c6tes d’un triangle (principe de Stevin) : 
chacune est 6gale et opposee a la resultante des deux autres ; 

De S.-C. — Rec. I 
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RECUEIL D’EXERCICES 



elles sont alors liees par les relations de la Trigonometric, 
convenablement modifies, 

P _ Q = R 
sin(Q, R) “ sin(R, P) ~ sin(P, Q ) 9 

P2= Q2-4- R 2 +aQRcos(Q, R).... 

Souvent le point considere est attache a un fil dont l’ex- 
tr^mit^ est sollicit^e par une force connue, ou fixee en un 
point invariable. Dans le premier cas, le fil se dirige sui- 
vant la force qui le sollicite, et sa tension est 6gale a cette 
force si l’on regarde le fil comme de masse n^gligeable ; 
dans 1’ autre cas, la tension est inconnue a priori ; mais, en 
exprimant que l’extr^mit^ est fixe, on a une condition qui, 
jointe aux autres conditions de l’^quilibre, permettra de 
determiner la tension du fil et la position du point materiel. 
Quand un fil sans masse, en ^quilibre ou non, passe sur 
une tr&s petite poulie ou dans un anneau parfaitement 
poli, les deux brins du fil ont la meme tension : autrement 
le fil se mouvrait du cote ou il est le plus tendu avec une 
vitesse infinie, ce qu’on ne peut admettre. 

2. Resultanle des attractions exercees sur un point M 
par des points fixes avec des intensites proportionnelles 
a la distance; position d* equilibre. 

Soient x , y, z les coordonnees rectangulaires de M ; x { , 
y t , z s ) x 2 , y 2 , z 2 , . . . celles des points fixes; r*, r 2 , ... les 
distances de ces points a M. L’intensite de la force exerc^e 
par le premier de ces points fixes a pour expression X* r K \ 
et, comme elle est dirig6e suivant la droite dont les cosinus 

dlrecteurs sont ^ ses projections sur les axes 

sont \ { (xt — x ), X* (y h — y ), X, (s, — z). On a des r^sul- 
tats analogues pour les autres points, et les composantes 
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SUR LA MticANIQTJE RATIONNELLE. 

de l’atlraction totale sont 

X = Xj ( &1 "T ) "+■ Xj( £Pj & ) H - • • • y 

y = Myi — r)-+- Myz— ?)+-•-> 

Z = X 1 (^ 1 — z)-+ Xj(^i — z)-\- — 

M serait en ^quilibre si l’on avail 
x — Xi 3 ?i H- Xgaps-K.. _ XjJKi -4- X t y t -K.. ^ _ Xt £1 

Xj -+- X2 H-». • Xj •+■ X-Sj -+*. .. Xj -f X2 ■+■••• 

Si X n X 2v . . sont proportionnels aux masses des points 
attirants, on en conclut que la position d’equilibre est au 
centre de gravite du systeme de ces points : en tout autre 
lieu, le mobile est attire vers ce centre comme si toutes les 
masses attirantes y etaient reunies. 

3. Position d* equilibre d'un point M, attire *vers les 
troissommets d’un triangle par des forces const ante s,mais 
qui sont entre elles dans le meme rapport que les cotes 
opposes aux sommets dont elles emanent respectwement . 
On peut designer les trois forces (Jig . 1 ) par P = Xa 

Fig. i. 



A 




suivant MA, Q = lb suivant MB, R = Xc suivant MC. La 
relation } 

P’z=Q*-f-R’-f- aQRcos(Q, R) 

donne, en divisant tout par X*, 

a 2 = b* 4- c* 4 - 2bc cos(P, Q). 

I. 
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Comparant avcc la relation qui lie a, £, c ct A, on en 
conclut 

(Q, R) — EMF — 7r — A. 

De m^me FMD = tc — B, DME = it — C. Le point IYI 
est a l’intersection des segments capables des angles 7r — B, 
7t — C decrits respectivement sur AC et AB. Soit A le plus 
grand des angles du triangle ; s’il est aigu, les deux seg- 
ments se coupent a l’interieur du triangle, car leurs tan- 
gentes en A, faisant respectivement avec AC et AB les 
angles B et C dont la somme est A, les segments empie- 
tent Tun sur l’autre. 11 est aise de voir qu’alors M est le 
point de concours des hauteurs de ABC ; car les quadrila- 
teres inscriptibles AEMF, FMDB donnent 

AFM 4- AEM = it, AMF = AEF = ABC. 

La derni£re egalite prouve que le quadrilat^re BCEF est 
inscriptible ; les angles AEM, AFM sont done egaux ; nous 
venons de voir qu’ils sont suppl^mentaires : ils sont done 
droits, et BE, CF sont deux hauteurs de ABC. 

Lorsque A est obtus, les deux segments capables n’ont 
d’autre point commun quele sommet A; or le point attire 
ne saurait y etre en 6quilibre, m£me en supposant a la 
force P telle direction qu’on voudra; car les forces Q et R, 
dirigees suivant AB et AC, peuvent se representer respec- 
tivement par des droites AC ; =XAC, AB'= aAB : si l’on 
construit leur parall^logramme, la diagonale partant de A 
ne sera pas £gale a B'C', c’esl-a-dire k XBC ou P; les trois 
forces ne se detruiront pas, ct il n’y aura aucune position 
d’equilibre. Le point de c6ncours des hauteurs de ABC 
serait une position d’^quilibre si la force 6manant du som- 
met A £tait repulsive. 

4. Position cT equilibre d’ un poids C attire vers deux 
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points pareils A, B, situes sur une horizontcile, par des 
forces variant en raison inverse de la distance . 

Soient a, bj c les cotes de ABC *, P le poids du mobile 
les attractions qu’il re9oit de A et de B peuvent se rcpre- 

senter par X etant la distance pour laquelle rat- 

traction serait egale au poids. Egalons a zero la somme des 
projections liorizontales et verticales des forces agissant 
sur C : 



>P A >P w 

cos A cosB = o, 

o a 



).P . 4 >P • „ 

-r- smA H smB 

b a 



— P — 



o. 



Remplajons a et b par c 



sin A 
sinC ’ 



smB ,, . 
c et reduisons 
sinC 



sin 2 A rrr sin 2B, 



( sin A ^ sinB\ c 

sinB sin A/ sinC 



II y a deux solutions : 



i° 



A— B, 



sinC = 



c 

2.X 



Cette solution n’est acceptable que si 2X} ABC est iso- 
seele, C etant susceptible de deux valeurs supplementaires. 



S A— - — B, sinC = i, 

* 

/ czr),( tang A -h cot A) ~ — - - » sin 2 A = — • 

l sm 2 A c 



11 faut que c soit ^>2!} a cette solution correspondent 
deux triangles rectangles symetriques par rapport a la ver- 
ticale issue du milieu de AB. 

II y a toujours deux positions d’equilibre, et pas davan- 
tage. 
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Ce probleme est un cas particulier du suivant : 

Trouver les positions d’ equilibre d’ an point (x, y) 
attire vers des centres fixes y 2 . . . .), situes 

dans un plan, avec des intensites reciproques a la dis- 
tance etproportionnelles aux masses des points at tirants. 

Les coordonnees etant rectangulaires, design ant la 
masse du centre x les equations d’equilibre sont evi- 
demment 

V ~~~ — v mi C r zlZl 1 — „ 

Zd \ x — -4 - Cr — jriY “ °’ "(* — j* Or — r*) 1 ~~ °‘ 

Ces equations ont une interpretation remarquable : ajou- 
tons-les, apres avoir multiplie la seconde par — yj — i , 

X — .r,— y/ — ifj — _y m,- _ o ^ 

( J:— ' ) a (j>^ r.o* x — xi- — i(y — jri) 

Posons 

z~.r-hf^—y Zi =Xi~yyiS/— i, 

ce qui revient a definir chaque point du plan comme l’af- 
fixe de Fimaginaire z ; Fequation precedente s’obtiendrait 
en 6galant a z6ro la derivee de la fonction 

F (z) = ( z —z l ) m i(z — z 2 ) m *. ... 

Pour en d^duire notre cas particulier, nous supposerons 
d’abord G non pesant, mais attir£ par A et B et par un 
point H situe sur la perpendiculaire au milieu de AB ; on 
prendra cette droite pour axe des y 7 AB pour axe des x ; 

alors z { = z 2 = — ~t z* = h\J — i. Faisons m { =m 2 = )‘, 

et choisissons /n 3 de maniere que, pour Forigine, les at- 
tractions de A et de H soient dans le rapport de 
k P : on aura 

2> aXA _ 

— = > m 3 = h. 
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La fonclion F (z) consid^ree precedemment sera ici 

F(z)= — (■* — hS—t) ,t . 

figalant F' (z) a z£ro : 

i\z (z — h f— 1) -+- h — 7 C^j — o. 

Remplagons z par x-\-ysJ — 1 , et separons les parlies 
reelles et imaginaires : 



(2 X -f- h) (x* — y*) <i\hy — i hd 1 =0, (2 X -+- h) xy — X hx = o. 



Divisant maintenant par h et faisant h infini. 



x t — yi _f. ~ c* = 0, 



37 J 



— X* 



o; 



on en deduit les quatre positions d’£quilibre trouvees 
geometriquement. 

5. Un fil flexible , inextensible et sans masse est fixe 
a l 9 une de ses extremites B : il porte en C un poids P qm 
y est attache a une distance connue ade B; puis il passe 
sur une tris petite poulie A situie a la meme hauteur 
que B ; enfin il porte un poids Q a V autre extremite , qui 
est libre. Quelle est la figure d’equilibre? Cas de P = Q. 

La tension du cordon CA est, d’apr&s une remarque faite 
au commencement, £gale a celle de AQ, c’est-a-dire a Q : 
le point G est done en ^quilibre sous 1’influence d’une 
force Q dirig^e suivant CA, d’une force verticale P et d’une 
force inconnue T qui n’est autre que la tension du cordon 
CB. Chacune de ces forces est proportionnelle au sinus de 
1 ’angle des deux autres . 

(l) JL = _P_ = T 

' ' cosB sinG cos A 
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Soit AB = c; on a, dans le triangle ABC, 



. ~ c sinB . / i — cos 2 B 

SinG = 7 = Cl/ — rr • 

b y a 2 -}- c 2 — ‘iac cosB 

figalons k la valeur — c ^ - s — qu’on d^duit de (i), et redui- 
sons : il vient 

(2) aac'P 2 cos 3 B — (a 2 P 2 -i- c 2 P 3 -f- c 2 Q 2 ) cos 2 B c 2 Q 2 = o. 

Les equations (1) exigent que B soit aigu, et aussi A si 
l’on veut que T soit positi f ; cette derniere condition exige 

que c soit a cos B, ou cosB<^* On ne peut done prendre 
que les racines de l’equation (2) qui sont positives, infe- 
rieures a ^ ainsi qu’a l’unite. Le premier membre de li- 
quation (2) est positif pour cosB= o, negatif et £gal a 
— P 2 (a — c ) 2 pour cosB = i; il s’annule toujours pour 
une valeur de cosB comprise entre o et 1 ; quand c est ]> a, 
cette racine est acceptable et donne une figure d’equilibre. 

Lorsque c est < a, il faut exprimer que la racine est 
ou que le premier membre de liquation est < o pour 
cosB = - : le resultat de cette substitution est 

/i * 




(Q* — P 2 ); 



les deux premiers facteurs etant positifs, il faut Q <1 P : il 
y aalors une figure diquilibre ; mais, si Q > P, Fequilibre 
est impossible; le point C serait tire jusqu’en A, et AC ne 
serait pas rectiligne comme on Fa suppose. 

Dans le cas de P =Q, Fequation (2) pourrait £tre r£- 

solue, car elle admet la racine mais il est plus simple de 
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remarquer que les equations (i) donnent alors 

sinC = cosB, d’oii C = - B. 

2 

Le signe -f- suppose c>> a; alors 



a 

c 



C0S2B 
cosB ’ 



sB = ~ (a -h \/a 2 -h 8c 2 ). 



Quand c est < < 2 , on prend C = ~ — Bet ABC est rectangle 

en A, alors T est nul, comme l’exige la verticals du fil AC. 

Si le poids P etait port£ par un anneau dans lequel pas- 
• serai t le fil, on trouverait facilement 



T = Q, sin A = sin B = 



2Q 



EXERGIGES. 

1. Positioo d’equilibre d’un point non pesant attire vers deux 
points fixes suivant la loi de Newton. 

2. Un point attir6 suivant la loi deNewtonpar troismassesplacees 
en A, B, G est en 6quilibre au point de rencontre 0 des medianes 
du triangle ABC; determiner le rapport des masses attirantes. 

Elies sont inversement proportionnelles a OA , OB , OG . 

3. Montrer qu’un point place dans le plan d’un polygone et 
soumis A des forces perpendiculaires aux c6tes et proportion- 
nelles a leurs longueurs est en 6quilibre. 

4. Les extremites A, B d’un fil sont fixees en deux points d’une 
horizontal; determiner les points G et D du fil auxquels il fau- 
drait attacher deux poids donnes pour que, dans l’etat d’equi- 
libre, ABGD fut un trapeze de hauteur h. (Walton.) 

Prendre les angles GAB, DBA pour inconnues auxiliaires. 



Gas ou le point doit rester sur nne surface ou une courbe. 

6. Quand un point sollicite par des forces F, F', . . 
est assujetti k rester sur une surface ou une courbe rigide 
el polie, il peut £tre en dquilibre sans que la r£sultante des 
forces soit nulle; il suffit qu’elle soit normale a la surface 
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ou a la courbe; autrement dit, les forces representees par 
lcs projections de F, F', . . . soit sur le plan tangent, soit 
sur la tangente, se font equilibre. 

Soient X, Y, Z les sommes des projections de F, F', . . . 
sur trois axes rectangulaires •, pour que le mobile soit en 
equilibre au point x,y, z d’une surface cp (x^y, z) = o, on 
doit avoir 



(*) 




Z 

?S 



Le point doit-il etre en equilibre en un point d une courbe’ 
sur laquelle les deplacements dx , dy , dz sont lies par les 
deux equations de la courbe, on a 



(a) Xdx+Ydy + Zdz = o. 

On peut resoudre les memes questions en traitant le 
point comme un point libre, pourvu qu’aux forces exte- 
rieures F, F', ... on adjoigne la reaction de la courbe ou 
de la surface; on n’en connalt pas la grandeur a priori , 
mais on sait qu’elle est normale : elle est d’ailleurs egale et 
oppos^e a la resultante des projections de F, F ; , ... soit 
sur la norjnale a la surface, soit sur le plan normal a la 
courbe. Quand le point doit etre en equilibre sur une sur- 
face dans laquelle il ne peut pen^trer, mais dont il peut 
s’ eloigner d’un certain c 6 t£, la resultante des forces F, 
F', ..., qui est encore normale, doit etre dirigee vers la 
partie de l’espace ou le mobile ne peut p£n 6 trer; et l’on 
sait ( Calcul dijferentiel de M. Bertrand, p. 94) que la 
portion de normale tracee dans la region de l’espace pour 
laquelle cp (#, y, z) > o a pour cosinus directeurs 

• v?x, v?» V = + v /( ? i)* + ( ? i r )*+( T i>*. 
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Au lieu de chercher les positions d’^quilibre d’un point 
sur une ligne ou une surface donnee, cherchons quelle doit 
6 trela nature de cette ligne ou de cette surface pour que le 
pointy soit partout en £quilibre sous Taction de forces don- 
nees ; appelons, pour abr^ger, ces lieux courbes ou surfaces 
de niveau. Les equations (i) et (2) doivent 6 tre satisfaites 
pour tous leurs points; mais, au lieu de d 6 finir les surfaces 
par les equations simultan^es (1), il revient au m£me de 
les regarder comme determinees par 1 ’equation differen- 
lielle totale (2) ; elle peut n'£tre pas int^grable : alors il n’y 
a pas de surface de niveau pour les forces donn£es. Quant 
aux courbes, cette Equation (2) ne suffirait pas a les definir : 
il faut se donner une surface sur laquelle elles doivent se 
trouver. Lorsqu’il s’agit de courbes planes situees dans le 
plan xy , on fera z = o dans les Equations qui precedent. 

7 . Un point pesant est place sur une ellipse dont le petit 
axe est 'vertical et exerce sur ce point une action repul- 
sive liorizontale proportionnelle a la distance du point a 
V axe : position d’ equilibre, pression correspondante . 

Les composantes de la force qui sollicite le point sont 
X = X.r, Y=r— />. 

L’equation de T ellipse — -4- = 1 donne 



arcl.r ydy 




La condition X dx 4- Y dy = o devient 



La solution x = o montre qu’il y a equilibre si le point 
est aux extremites du petit axe; la pression sur T ellipse est 
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le poids du corps. L’ autre solution 






pb 7 
\a} 9 



-.zt — sfl'a'—p'b* 



donne deux positions d’equilibre si la*^>pb. La pression 
exercee sur la courbe a pour composantes 



X — d= - Jl 7 a* — p'b 7 , Y— — p ; 
a 



ces composantes sont de m6me signe que les cosinus direc- 
teurs de la normale exterieure - cp' x , ^ : le point est done 

appuye contre la partie concave de l’ellipse. 

8. Tr ouver dans un plan vertical une courbe de niveau 
pour un point pesant, repousse de l’ axe des y, qui est 
vertical, par une force lx. 

En tous les points de la courbe, on doit avoir 

\xclx — pdy z=i o ; 

integrant, 

Xx 1 — O. 



On a des paraboles £gales, dont l’axe est l’axe desy; la 
pression est dirig^e vers I’ext^rieur et egale k fk 2 x 2 -+- p 2 . 



9. Trouver dans un plan une courbe de niveau pour un 
point repousse de V origine avec une force proportion - 
nelle a la distance et sollicite par une force constante di- 
rigee suivant la tangente du cote oil les rayons vecteurs 
des points de cette droite vont en diminuant . 



Fr. 



Soient F la force constante, — la force emanant du pole \ 

leurs composantes sont — F^> — F~^et— > — : la con- 
r as as a a 






Digitized by 



Google 




SCR la m£canique ratioknelle. 
dition d’equilibre devient, apres avoir divise par F, 





dy — o. 



i3 



On aurait aisement l’integrale en prenant des coordonnees 
polaires \ mais, si Ton ecrit l’e'quation sous la forme equi- 
valente 

d.r dy 
x Ts +y Ts= a ' 

elle exprime que la distance de Torigine a une normale 
quelconque de la courbe est egale a a\ la ligne cherchee 
est done la developpante d'un cercle ayant pour centre le 
pole et pour rayon a. La pression normale est egale a 






elle est proportionnelle au rayon de courbure de la devc- 
loppante. 

10. Position d’cquilibre d'un point pesant assujetti a 
r ester sur une lielice dont l* axe est vertical ; un point de 
V axe repousse le mobile avec une intensite reciproque au 
carre de la distance . 

Prenons le centre de repulsion pour origine, Taxe de 
Thelice pour axe des z, et appelons a le rayon du cylindre 
qui contient Thelice. Si la force repulsive est P a la dis- 
tance c, ses composantes seront, pour la distance yja* -f- z*, 

Pc*,r P c 2 y P c 2 z 

■ ~ 9 T ° 

[a 2 - hx J ) 5 (a 2 -\~x 2 ) 2 (a*-bz 2 )' 2 

Pour tous les points de Thelice, on a 
x d x H- y dy z= o ; 



Digitized by L^ooQle 




1 4 RECUEIL d’eXERCICES 

la condition d’^quilibre se reduit aZ = o, ou, en divisanl 
par P, 

3 

&Z — (c* -+- Z*)* = o. 

Posons a 1 -+- z 1 — u , nous aurons l’equation 
f(u) = u* — = o. 

On ne peut admettre que les racines > a 2 . Or /(a 2 ) et 
f (oo) sont positifs ; pour qu’il y ait une position d’^quilibre, 
il faut que la racine positive de liquation d£riv6e soit > a 2 
et rende /(«)< o; cette double condition est comprise 
3 

dans l’inegalite c*^> - a* y/3. Si elle est verifiee, il y aura 

deux positions d’equilibrc, et non quatre, parce qu’a chaque 
valeur de u il faut faire correspondre la valeur de z qui est 
positive. La pression exercec sur la courbe aura pour com- 
posantes 

P c'x Pc a y 

3 5 T 

(a*+z a )’ («’+**)* 

Elle est dirigee suivant la normale principale de l’helice, 
et, comme le reste, independante du pas. 

1 1 . Tr ouver sur une sphere une courbe de niveau pour 
un point pesant, attire vers V extremite d' un diametre 
horizontal par une force reciproque au cube de la dis- 
tance . 

Prenons pour origine le centre de la sphere dont le rayon 
est a , et faisons passer Taxe des x par le point attirant \ les 
composantes de Pattraction peuvent se representer par 

P c s (<z — .t) — P c*y 

[(« — #) a -f-y 3 -h .z a ] a ’ [(a — .r)*-4-y 2 -h z a ] a ’ 

La condition d’equilibre en un point de la courbe clierchee 
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l 5 



sera 



[(a - *)» + /» + «i]i K« -?)<*»- r -«<*»]- p <*« = o. 
Or 



(a — #)*-*- -+-£* = (a — a?) et a? -+- jpdy H- z dz = o; 
done 



c 3 dx 



4a(a — a?) 2 



— dz = o, 



c* = 4a(a — x)(z — z 0 ). 



Les courbes cherchees sont a double courbure et se pro- 
jettent, sur le plan des xz ) suivant des portions d’hyper- 
boles ^quilateres dont line asymptote touche la sphere au 
point attirant. La pression sur la courbe se calcule aisement 
pour chaque point : 

v/X 2 -4- Y 2 ~+- Z 2 = P i/ 1 4 - ~ £ °) . 



12. Positions d’ equilibre d’un point pesant assujetti a 
rester sur la surface d'un eUipso’ide dont le petit axe est 
vertical . Le point est attire vers une extrimite de Vaxe 
mojen par une force proport ionnelle a la distance , et qui 
serait egale au poids du point s’il etait au centre de la 
surface . 

Prenons le grand axe pour axe des x y l’axe moyen pour 
axe des y } 1’ autre pour axe des z ; liquation de l’ellip- 
soide sera 

a? 2 v 2 z x 

a 2 ^ 6 2 c 2 

Les eomposantes de la force qui sollicite le point ( x , y, z 
sont 

X = -^, Y=-p£=^, Z = — P —j-—' 

0 0 O 
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Par suite, les equations d’equilibre sont, en mullipliant 
b 

par — 



(0 




Z -4- b 




Ce sont precisement les conditions pour que la normale 
a 1’ellipsoide en x,y, z passe au point S dont les coordon- 
nees sont o, £, — b. Le resultat pouvait se prevoir, car les 
valeurs de X, Y, Z montrent que la force attractive et la 
pesanteur se composent en une attraction aussi propor- 
tionnelle a la distance et emanant de S. 

Les equations (i) se reduisent a une seule en faisant 
x = o ; mais on ne tronve alors que deux systemes de va- 
leurs reelles pour y et car on ne peut mener que deux 
normales a la trace de rellipsoide sur le plan yz par notre 
point S qui est exterieur a la developpee de cette trace. 
Dans I’ une des solutions, la valeur de z est negative ; dans 
l’autre, positive; comme la composante Z de la pression 
sur rellipsoide est toujours negative, il en resulte que 
dans la premiere position le point est presse contre le c6te 
concave de la surface, dans Tautre, contre le cote convexe. 

En supposant .r^o, les equations (i) donnent deux nou- 
velles positions d’equilibre a Eintersection de 1’ellipsoide et 
de la droite 

b * be 1 

v — — * • 

a 2 — b 1 a 2 — c l 



Ces points sont reelssia*(rz * — 2 J*)(a 2 — c*) 2 >J*c 8 (a* — & 2 ) 2 ; 
le point y sera presse contre le cdte convexe de la surface ; 
en sorte que, si le mobile etait pose dans rellipsoide, il 
n’aurait qu’une position d^quilibre. 

13. Tr ouver les surfaces de niveau pour un point dont 
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le poids est P, el qui est attire vers un point fixe O par 
une force const ante Q. 

Prenons pour origine le point O, et pour axe des z une 
verticale dans le sens de la pesanteur $ les eomposantes de 
I* attraction du point O sont 



— Q x 



— Qj 



O z 



yAr 2 -f- y 7 -f- z 2 Jr* 4- z 1 + 



cn sortc que Tequation des surfaces de niveau sera 



d’ou 



Pdz - O *J*-± yd Z^ Z< !l 
yAr 2 4 - jr* 4 - z 1 

v/** 3 4- z 2 — ^ (z — c). 



Les surfaces de niveau sont les lieux des points tels 
que leurs distances a 1’origine et au plan z = c soient dans 
un rapport constant : ce sont des surfaces de revolution 
autour de l’axe des z , et leur meridienne est une conique 
ay ant pour foyer l’origine, pour directrice la droite z = c*, 
ce sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, selon 
que P sera < Q, = Q, ]> Q*, mais il ne faut prendre que 
les points pour lesquels z — c est >0, e’est-a-dire ceux 
qui sont au-dessous du plan z = c *, les autres correspon- 
dent au cas ou Q serait negatif, e’est-a-dire au cas ou le 
point serait repousse de l’origine. Lorsque l’on a un ellip- 
soide ou un paraboloide, il faut que c soit negatif, et toute 
la surface repond a la question 5 dans le cas de l’byper- 
boloide, c peut etre quelconque, et la par tie utile est tou- 
jours la nappe inferieure de Thyperboloide. 

La pression exercee sur la surface est dirigee suivant la 
partie de la normale qui va rencontrer l’axe des z-, sa gran- 

De S.-G. — Rec> 2 
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\/X 2 + Y* + 



v -\/ 
■v 



P 2 -i-Q 2 — aPQ 



s/ x* - 



- z * 



= i/P 2 — Q 2 — 2Q 2 



Sur l’ellipsoide, elle va de P + Q, au sommet superieur, 
a Q — P, au point le plus bas ; dans 1’hyperboloi‘de, elle va 
de P -h Q ou de P — Q a y/P 2 — Q 2 , selon que c est < o. 



Cas ou il y a des frottements. 

14. Lorsqu’un corps M est pose sur une surface natu- 
relle qui n’est jamais parfaitement polie, une force tan- 
gen tielle quelconque ne suffit pas pour le faire glisser; elle 
doit depasser une certaine limite qui est celle de la resis- 
tance de la surface au glissement; cette resistance est la 
force de frottement. On dit habituellement que la force de 
frottement est 6gale au produit de la pression normale N par 
un coefficient constant /; mais il faut bien entendre qu’il s’a- 
git de la valeur maximum qu’elle puisse atteindre, alors que 
le glissement est pr&s d’avoir lieu ; si le corps n’est pas pres 
de glisser, la force de frottement n’est qu’une fraction, in- 
conn ue a priori , de /'N, mais £gale et oppos^e k la pro- 
jection de la force exterieure sur le plan tangent a la sur- 
face. Quand cette projection est precis&ment egale a /N, 
le corps M est sur le point de glisser suivant cette projec- 
tion : la condition de cet £quilibre limite est facile a 
exprimer, puisque N est egale k la composante normale de 
la force exterieure. De m£me, pour qu’un point soit pres 
de glisser sur une courbe depolie, il faut et il suffit que le 
rapport des composantes tangentielle et normale de la force 
exterieure soit egal a f. 

Quand M glisse sur la surface, il se produit encore un 
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frottement proportionnel a la pression normale; mais le 
rapport est exprim£ par un coefficient moindre que celui 
du frottement au depart. L’angle qui a pour tangente les 
coefficients pr^c^dents est dit angle de frottement : c’est 
Tangle de la normale a la surface et de sa reaction. Obser- 
vons d£s a present que si deux surfaces, toutes deux mo- 
biles, glissent l’une sur Tautre, elles sont soumises a des 
forces de frottement £gales et opposes, dont la direction 
est celle du glissement relatif, c’est-&-dire qu’elle est 
parall&le au plan tangent commun. 

IS. Trouver sur une parabole dcpolie , dont V axe est 
vertical et la convexite tournee vers le haul , le point le 
plus has ou puisse rester en equilibre un corps pesant, 
attire vers le foyer par une force rcciproque au carre de 
la distance, et qui est egale au poids quand le corps attire 

est au sommet : le coefficient de frottement est -• 

Soient p le demi-paramelre, r la distance du foyer au 
point cherch£, a Tangle que la normale en ce point fait 
avec le rayon vecteur et avec la verticale; en prenant le 
poids du corps pour unite de force, l’attraction du foyer 

sera projetons les forces sur la normale et sur la tan- 
gente : on aura, en remarquant que le mobile est sur le 
point de glisser vers le bas, 




On trouve aisement que r= ^ remplagons-le par 

cette valeur, et eliminons N : 

3 

sina(i — cos 4 a) — - cosa(i -+- cos 4 a) = o 

ou 



5 tang 8 a — 3 tang 4 a -+■ io tang 3 a — 6 tang 2 a — 6 = o. 
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II y a la solution tanga = i; si on la supprime, il resle 
I’equation 

5 tang 4 a 2 tang 3 a h- 12 tang 2 a -4- 6 tanga -4-6 = 0, 

qui n’a plus de racines positives. Le point cherche est a 
Intersection de la parabole et de l’horizontale men^e par 
le foyer, ou la tangente fait un angle de 45 degr6s avec 
l’axe. 

16. Soit O un point pesant pose sur un plan depoli 
qui fait un angle i avec Vhorizon : determiner V intensite 
de la force ay ant une direction quelconque donnee, qu’il 
faut appliquer a la masse O pour qu’elle soit sur le point 
de glisser, 

Prenons pour origine le point O, pour axe des x la ligne 
de plus grande pente du plan dans le sens descendant, l’axe 
des y £tant horizontal et l’axe des z suivant la portion de 
la normale au plan situee au-dessus; d^finissons la direc- 
tion donnee par ses cosinus directeurs a, (3, y. SoientF la 
force correspondante, P le poids du corps ; les composantes 
des forces exterieures auxquelles il est sounds sont 

X = P sin Fa, Y=F(3, Z = Fy — Pcosi. 

Le corps etant pose sur le plan exerce surluiune reaction 
— Z qui doit etre dirigee en dessous; la composante qui 
tire le point dans te plan est y/X 2 -|-Y 2 ; on a done, si 
F^quilibre est pres d’etre rompu, 

/(Fa -+- P sint) 2 -t- F 2 (3 2 = /( P cos i — F*f). 

Pour 6tudier la mani&re dont varie F quand sa direction 
change, portons sur chaque direction une longueur pro- 
portionnelle a la valeur correspondante de F, P etant re- 
presente k la m6me echelle par une longueur a; le lieu 
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des extremes de ces droites representatives a pour equa- 
tion 

(i) x -r a sin*')* -+- y 2 = tangcp(a cost — z). 

C’est la nappe inferieure d’un c6ne droit : le sommet a 
pour coordonnees — a sin t, o, a cos i\ l’axe est perpendi- 
culaire au plan, et faitavec les generatrices Tangle <p. (La 
nappe superieure repondrait au cas ou le mobile serait en 
dessous du plan.) Lorsque o >> i, le point O est a l’int£rieur 
du c6ne; si la direction de la force est au-dessus du plan, 
ily aura toujours une valeur de F repondant k la question ; 
il en sera de m^me si F est dirigee au-dessous du plan, 
mais fait avec l’axe du c6ne un angle > f ; quand cet 
angle devient < <p, la demi-droite correspondante ne coupe 
plus le cone, et le probleme est impossible. Soit mainte- 
nant <p < i : 1’origine est en dehors du c6ne ; la ligne d’ac- 
tion de la force peut ne pas rencontrer la surface, et dans 
ce cas le probleme est impossible ; si elle la coupe en deux 
points, la force correspondante aura deux valeurs. II faut 
remarquer que, dans chaque cas, le glissement se fait dans 
la direction indiquee par les composantes X, Y ; cette di- 
rection n’est pas liee d’une manure £vidente a priori a 
a, P, y; mais elle estparallele k la trace du plan m^ridienqui 
contient Textr^mite de la droite representative de la force. 

Du point O on peut mener deux normales au c6ne, et 
I’une a une longueur minima; elle fait avec le plan Tangle 
cp, et est au-dessus si <p f , au-dessous si <p <«; c’est la 
force minimum qui mettra le corps sur le point de glisser. 
La seconde normale n’est minima que parmi les droites 
comprises dans le plan m£ridien de l’origine; elle fait 
l’angle <p au-dessus du plan, et c’est la direction la plus 
avantageuse pour faire remonter le corps suivant la ligne 
de plus grande pente. 

Si, dans une direction donn£e, on applique une force re- 
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presentee par une droite qui se terraine a Pinterieur du 
cone, il n’y a pas mouvement; car, pour Pextremite de cette 
droite, le premier membre de Pequalion (i) est moindre 
que le second; la composante tangentielle est <Ny*. Si 
Pextremite de la droite qui represente la force est exte- 
rieure au c6ne, il y aura mouvement dans le sens de la 
droite dont les projections sont X et Y. 

Lorsqu’on donne la grandeur de F et qu’on cherclie sa 
direction, on voit que cette force doit se trouver sur un 
cone ayant O pour sommet et pour directrice l’intersection 
du c6ne etudie precedemment avec une sphere dont le 
centre est O, et le rayon egal a la droite qui represente F. 



17. On donne un paraboloide xy = az rapporte a 
trois axes rectangulaires, V axe des z ctant vertical ; un 
poids P est place sur sa surface depolie , et repousse de 
V axe des z par une force horizontale, proportionnelle a 
la distance du point a l* axe, et qui serait egale a P pour 
la distance a; lieu des points ou P est pres de glisser. 



P.r 



La force qui sollicite le point a pour composantes — — * 
— > — P; il suffit d’ecrire qu’elle fait avec la normale cn 



x, z Pangle de frottement 



COSfl 



_ xy 

2P — f- a P 

a 






4- x 2 



ixy - 4 - a 2 
4 - y 2 -t- d‘ 



a* 



2 a z ■ 
ju' 1 4- j* 4- a 2 



La courbe cherchee est done a Pintersection du paraboloide 
equilatere avec un paraboloide de revolution ayant m&me 
axe : e’est une courbe gauche a branches infinies. 
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EXERGIGES. 

1 . Un poids P, pose sur un plan incline, est tenu en equilibre par 

deux forces egales k i P, Tune horizontale, Tautre suivant une ligne 

de plus grande pente du plan, toutes deux tendant a faire monter 
le mobile; calculer Tangle i du plan avec Thorizon. (Ph. Gilbert.) 

En projetant sur la ligne de pente, on trouve 

i i 

l a"g-=-. 

2. Deux poids P, P', poses sur deux plans inclines, sont atta- 
ches aux extremity d’un fil sans masse, de longueur J, qui passe 
dans un petit anneau situe verticalement a une hauteur h au-dessus 
de Intersection des deux plans, supposee horizontale : il n’y a pas 
de frottement. Determiner les angles 0, 0' des deux parties du fil 
avec Thorizon quand il y a equilibre. 

On exprime que P et P' sont maintenus en equilibre par la ten- 
sion du fil, la meme aux deux extr6mites, puis on evalue les deux 
portions du fil; on a 

Psini __ P' sin V , f cost cos V 1 

cos(0 — i) ~~ cos(0' — i') 9 ~ — 0 sin(0'— f')J ’ 

3. Positions d’equilibre d’un poids Passujetti a rester sur une spi- 
rale hyperbolique situee dans un plan vertical et soumis a une force 
repulsive de grandeur constanteQemanant du p61e.(A. Fuhrmann.) 

Equation de la forme Q cos |x = P sin ( [x -+- 0 ). 

4. Quelle force horizontale faut-il appliquer a un poids P pour 
le tenir en Equilibre en un point quelconque d’une hyperbole equi- 
latere dont une asymptote est verticale et sur laquelle il est assu- 
jetti a rester? (A. Fuhrmann.) 

5. Trouver sur le paraboloi'de x* -+- y* = ipz, les axes coor- 
donnes etant rectangulaires, une ligne de niveau pour un point 
soumis k une force dont les composantes sont 

X = — Y = a*x, Z 

On a 

X 2 (^r dy — y dx) — | x t z dz — o, 
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x dv — y dx _ ( jl 2 dz # 
x 2 -i-y 2 ~~ ‘±p 9 

la ligne est sur an helicoide a plan directeur. 

6. Positions d’equilibre d’un poids P assujetti a rester sur un 
ellipsoi'de dont un axe est vertical : le point est en outre soumis a 
une force repulsive de grandeur donnee Q, emanant du centre. 

Les positions d’equilibre sont sur quatre droites issues du centre 
et situ£es dans les plans principaux qui sont verticaux; mais on 
devra remarquer que sur chaque droite il n’y a qu’une position 
d’equilibre; il y a en outre le point le plus haut et le point le plus 
bas de la surface. 

7. Surfaces de niveau dans le cas d’une force ayant pour com- 
posantes 

X = ax a, Y =by-\-$, L — cz v. 

8. Surface de niveau pour un point pesant attire vers une droite 
horizontal par une force perpendiculaire a cette droite et inver- 
sement proportionnelle au carre de la distance du mobile. 

G’est une surface engendree par la revolution d’une hyperbole 
equilatere autour d’une de ses asymptotes, qui est verticale. 

9. Un poids P, pose sur un plan incline depoli, soumis a une 
force horizontale egale a P qui tendrait a le faire remonter sui- 
vant une ligne de plus grande pente, est sur le point de glisser : 
calculer Tangle du plan avec Thorizon. 

Get angle est 45°±cp, suivant que le point est pres de glisser 
vers le bas ou vers le haut : il faut d’ailleurs cp < 45°. 

10. Determiner les regions d’un tube helicoi’dal a axe horizontal 
dans lesquelles un point pesant peut se tenir sans glisser. 

11. Un poids P, pose sur un plan incline depoli, est attache k 
une des extremilis d’un fil qui va passer sur une trds petite 
poulie 0 et porte un poids Q a sa seconde extr6mit6 qui est libre : 
les deux brins de fil sont dans un plan normal au plan incline. Gal- 
culer Tangle a du plan avec la ligne PO quand P est pres de glisser. 

La tension du fil est Q et Ton a 

Q cos (a ± <p) = P sin(i <p). 
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COMPOSITION DES FORCES PARALLELES. 



18. Quand on a un systeme de forces paralleles, mais qui 
n’agissent pas toutes dans le m£me sens, on peut les traiter 
de la m6me fa$on dans les calculs, k condition de donner 
le signe -f- a celles qui ont une certaine direction, le 
signe — k celles de direction opposee. II y a generalement 
une resultante parallele aux forces donn£es, £gale a leur 
somme et dont le moment par rapport k un plan quel- 
conque est £gal a la somme des moments des compo- 
santes; d^signons celles-ci par P, P', ... et les coordonnees 
de leurs points d’ application par x, y, z ; x\ y', z f ; . . . : 
nous aurons, pour determiner la grandeur de la resultante 
et les coordonnees de son point duplication, 



(0 



_ £Px ZPv 

R — 2P, Xi — £p ’ 






SPz m 



le point x t , y iy z iy centre des forces paralleles, est inde- 
pendant de leur direction. 

Soit 

a? = L — t 

a y 

une droite a laquelle les forces sont paralleles; les condi- 
tions d’^quilibre seront 

(»> 2P-o, = 

Si la premiere condition est seule satisfaite, on a un couple. 
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Pour que l’£quilibre ait lieu quelle que soit la direction 
(a, (3, y), il faut que EP#, 2P y, SP* soient nuls; quand 
ces conditions sont remplies, si Ton change non pas la 
direction des forces, mais l’orientation du corps ou elles 
sont appliqu^es, il y aura encore equilibre, et le systeme 
est dit astatique. 

19. Le fait de l’existence du centre des forces parall£les, 
unique et bien d£termin£, et les regies de leur composition 
peuvent conduire k des th£or£mes purement geom^triques, 
et c’est un des cas si interessants ou deux parties differentes 
dc la science se rapprochent et se patent un mutuel appui. 

Ainsi, appliquons aux quatre sommets d’un tetra&dre 
quatre forces egales et parall&les : on peut trouver leur 
r^sultante en composant d’abord trois d’entre elles en une 
seule, puis celle-ci avec la quatrieme; ou bien, en com- 
posant les deux premieres, puis la troisieme et la quatrieme, 
et enfin les deux resultantes partielles. On arrive aux th^o- 
remes connus de G^om^trie : dans un t^tra&dre, les droitcs 
menees de chaque sommet au centre de gravity de la face 
oppos^e se coupent en un point qui les divise dans le rap- 
port de 3 A i i ce point est au milieu de la droite qui joint 
les milieux de deux aretes opposes. 

Soient encore appliqu^es aux sommets A, B, G d’un 
triangle des forces parall&les P = tangA, Q = tangB, 
R = tangC; deux d’entre elles onl une r^sultante appli- 
quee au pied de la hauteur tombant sur le c6te dont elles 
sollicitent les extremity ; done la r^sultante des trois 
forces est appliquee au point de rencontre H des hauteurs, 
et egale & 

F = tangA -4- tangB -h tangG = tang A tangB tangC, 

d’apres un calcul de Trigonometric bien connu. Conside- 
rons main tenant trois autres forces appliquees aux m£mes 
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sin A 

cosBcosC 



Q» = 



sinB 

cosC cos A ? 






sinC 

cos A cos B 



Les deux dernieres ont une resultante appliquee en un 
point I de BC, tel que 

IB _ sin2C 
IG sin2B 



On reconnait aisement que ce point se trouve sur la droite 
qui va de A au centre du cercle circonscritj les forces P f , 
Q„ Ri ont une resultante appliquee au centre S du cercle 
circonscrit, et eg ale a 



F, = 



sin2A -\- sin2B H- sin2C 
2 cos A cos B cos C 



= 2 tangA tangB tangC = 2F. 



Cela pose, remarquOns que 

_ _ 4 sin A 

P + P,= tangA 

_ sin A(cosB cosC -+- cosA) 
~~ cos A cosBcosC 



= tangA tangB tangC ~ F ; 



on peut done composer les six forces donnees soit cn grou- 
pant celles qui sont appliquees a un m^me sommet, ce qui 
donne trois forces F, dont la resultante sera au centre de 
gravite O du triangle, soit en formant les r^sultantes par- 
tielles F en H, 2 F en S, et les composant; il s’ensuit que 
le point O est sur la droite SH, de telle sorte que SO = 2 OH. 

On obtient le thdor&me relatif aux six segments deter- 
mines par une transversale sur les cotes d’un triangle en 
composant quatre forces : P et Q appliquees en A et B, 
R et — R en C. 



20. Proposons-nous, dans le cas general, de composer 
trois forces paralieies P, Q, R, appliquees aux sommets 
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d’un triangle ABC. Les forces Q, R peuvent etre rempla- 
cEes par une force Q + R appliquEe en un point A'deBC. 
Cette derniEre, composee avec P, donne une resultante 
appliquEe en O : 

0A _ 0Af _ AA ' 

K + Q “ P “ F + Q + K* 

Or OA' et AA' sont entre elles dans le meme rapport que 
les triangles OBC, ABC; les aires des triangles OBC, OCA, 
OAB sont proportionnelles aux forces P, Q, R. 

Cette proposition permet de decomposer une force en 
trois autres qui lui soient paralleles et dont les rapports ou 
les points d’application soient connus. Par exemple, si trois 
hommes souliennent par les sommets une planche trian- 
gulaire homogEne, ils auront des charges Egales; car les 
actions de la pesanteur sur la planche se composent en 
une force appliquee au centre de gravite; les triangles ayant 
pour sommet ce point, pour bases les c6tes du triangle, 
sont Equivalents, et les forces dont la rEsultante doit dE- 
truire le poids de la planche sont Egales. 

Etant donne un disque circulaire soutenu en son centre , 
placer sur sa circonference trois poids P, Q, R, de ma - 
niere que le disque soit en equilibre . 

DEsignant par A, B, G les points ou l’on attache les 
poids, O le centre, on aura 

aire BOG _ aire CO A __ aire AOB sin BOC _ sin COA __ sin AOB 
P “ Q “ R ’ P “ Q " R 

Les trois angles en O ont pour somme 2 7t; ils seront lessup- 
plEments des angles d’un triangle ayant pour c6tes P, Q, R. 

21 . Th&oremes de Leibnitz et de Lagrange. — Soient 0 
une origine quelconque , A*, A 2 , ... des points fixes aux - 
quels on applique des forces paralleles P<, P 2 , . . ., G le 
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centre de ces forces paralleles ; si l* on considerc les forces 
OA| x P| , OA 2 xP 2 , ... dirigees suivant OA< , OA 2 , . . . , 
leur resultante R sera dirigee suivant OG et egale a 
OG(P| 4- Pa-f-. • •)• 

En effet, considerons trois plans coordonnes rectangu- 
laires passant en O, et ecrivons que la somme des moments 
des forces paralleles par rapport a chacun de ces plans est 
egale au moment de leur resultante ; on a trois Equations 
de la forme 

(a) 2 P x OA cos AOX = (P t -i-P,H-...)OG cos GOX .... 

Ces equations expriment preeminent que les forces con- 
courantes PxOA ont pour resultante OGSP; si le 
point O etait en G, les forces P.GA se feraient equilibre. 

Si l’on ajoule membre a membre les trois Equations (a), 
apres les avoir elevees au carre, on trouve la relation 

(?) OG^SP^^ZPsOAVaXPiPjOAiX OAjposAiOA,. 

En rempla^ant 2 OA 1 .OA 2 cosA 1 OA a par 

OAj -+- OAj — Aj Ajj > 

on obtient une expression remarquable de R 2 , due a La- 
grange, 

( T ) OG 2 (SP)2= SP2P.0A 1 — SPtPj.ATA*. 

Eniin, si l’on suppose que le point O coincide avec G, 
cette equation montre que SP < P 2 A < A 2 est egal a 

2PSPGA ; en le remplagant par cette valeur dans (y), on 
peut tout diviser par SP et il vient 

OG*2P = 2P. OA 2 — 2 P.GA*. 

22. Cas particulier oil 2P s y annule. — Les resultats 
qu’on vient d’obtenir sont encore vrais si Ton suppose 
quelques-unes des quantiles P 4 , P 2 , ... negatives; si 
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pourtant SP est nul, le centre des forces paralleles 
P 2 , . . . n’existe plus, et le theoreme de Leibnitz est inap- 
plicable; raais on peut 6noncer un theoreme particulier a 
ce cas ( voir la Note II de M. Darboux a la suite du Cours 
de Despeyrous) : la resultante R des forces P/X OA, est 
constanie en grandeur et en direction, quel que soit le 
point O. 

Pour le demontrer, je consid&re le centre G' des forces pa- 
ra! lelesP, , P' 2 , dont la valeur est positive, etle centre G* 
des forces P' ,‘P 2 ,..., qui sont negatives. Appliquonsle lh£o- 
reine de Leibnitz a chacun des deux groupes : il vient, en 
adoptant la notation la plus ordinaire des <§galites g£om6- 
triques, 

SP'x OA'= OGVSP 7 , SPV0A s ='0G' , .2P ,/ ; 
ajoutant, et tenant compte de ce que SP" — — SP', on a 

R -- SP x OA = OG'SP' - OG'S P' = G w G'SP', 

ce qui d^montre le theoreme ; d’ailleurs l’equation (y) de 

2 

Lagrange montre que R 2 se reduit a — SP< P+.Ai A 2 . 

a 

23. Tr ouver les coordonnees du centre I du cercle in- 
scrit a un triangle ABC, sa distance a un des sommets , 
au centre T du cercle circonscrit , etc. 

On reconnaitra tr£s facilement que si, en A, B, C, on 
applique trois forces paralleles, egales respectivement aux 
c6les a , 6, c , le centre de ces forces est en I etqu’on asur 
la bissectrice AA', par exemple, 

AA' _ a + b -h c __ op 
AI b -h c ~ b h- c" 



Soient done x\ y ' ; x n , y " ; x w , y”' les coordonnees des 
trois sommets; on aura celles du point I en prenant les 
moments par rapport k Ox et O y : 



x — 



at r'-f- bx* -v- cx m 



ay' - f- by ~b cy w 
~ *P _ 
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Les distances du point I aux points remarquables du 
triangle s’obtiendront en appliquant l’equation (y) de 
Lagrange aux forces a, 6, c et aux points A, B, C; faisons 
d’abord coincider le point O avec A et divisons par 
(2P) 2 = 4 P 2 '• on aura 



AI 



t 



b*c-\-c*b 

2^ 



bca 1 4- ca6 2 -f- abc 2 

47 * 




6c; 



l’equation (i) ferait connaitre AA'. Si nous faisons coin- 
cider O avec le centre T du cercle circonscrit, comnie 
TA = TB = TG = R, on aura 

IX*— ^ 2 ( a 6 4- c) ^ abc 

~~ 2 p 2 p 9 

on sait que abc = 4R r/?, et l’on a, par suite, 

IT 2 = R2-2Rr, 



egalite remarquable d’ou il resulte qu’etant donnes deux 
cercles il n’existe qu’exceptionnellement un triangle inscrit 
dans l’un, circonscrit k l’autre. 

On pourra trouver quelques autres applications de l’equa- 
tion de Lagrange dans une Note que j’ai publi^e en jan- 
vier 1 884, dans les Nouvelles Annales de MatMmatiques . 

24. Un vase hemispherique ties mince , de poids R, 
repose par sa parlie convexe sur un plan horizontal et 
porte deux poids P, Q aux extremites A, B de deux 
rayons per pen dicu lair es : position d' equilibre . 

Les poids P, Q se composent en un poids P + Q ap- 
plique en un point G facile a determiner sur AB; le poids 
du vase est applique a son centre de gravite, au milieu M 
du rayon perpendiculaire k la base ; la resultante des trois 
forces devant £tre detruite par la reaction du plan fixe sera 
dirigee suivant le rayon OH qui passe au point d’appui, le 
plan MOG sera vertical, en sorte que OG sera la ligne de 
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plus grande pente de OAB. Soit a Tangle qu’ellc fait avec 
le plan horizontal ; les moments de R et de P 4- Q par rap- 
port au plan passant par OH et perpendiculaire a MOG se 
ddtruisent; done 

OM x R sin a — OG(P -+- Q) cosa = o, tanga = • 

D’ailleurs, par la formule ((3), n° 21, 

OG 2 (P-+-Q)*=OA I x P 2 -f- OB* x Q 2 ; 
si Ton fait OA = OB = a, OM = il vient 

7 JL 

tanga = ^ Q 2 - 

25. Quand on considere un corps parfaitement rigide 
s’appuyant sur un plan par plus de trois points, la Statique 
laisse ind^termin^es les pressions aux points d’appui ; cette 
anomalie disparait si Ton tient compte des deformations 
eprouv^es par lessolides naturelset des actions mol6culaires 
qui en r^sultent : il y a des cas simples oule probl&me peut 
se resoudre aisement; en voici un exemple : 

Une table, qui est d' abord horizontale et qui doit t ester 
parfaitement plane, est soutenue par n pieds verticaux 
AA', BB', . . . d'egale longueur, reposant sur un plan 
horizontal rigide et fixe; on la charge de poids qui ont 
une resultante verticale P appliquee en un point connu M : 
trouver les charges des appuis, en admettant quils se 
raccourcissent de quantites tres petites proportionnelles a 
leurs charges respectives et quils restent verticaux. 

Prenons pour plan des ocy le plan de la table quand les 
pieds sont dans leur longueur naturelle, et pour axe des z 
une verticale quelconque dirig^e de haut en bas. Je deter- 
mine la position des points d’appui par leurs coordonnees 
primitives x t , y il x „ , y n . Quand on charge la table et 
qu’on laisse les pieds se raccourcir, les x et les y des points 
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d’appui ne changent pas, par hypothese, mais leurs ordon- 
nees deviennent z t , z n . Soient Q 0 Q 2 , ... les pressions 
qu’ils supportent; on a, d’apres l’enonc^, 

. Qt = **i, Q 2 = \zi, 

mais, par hypoth&se, la table reste plane et coincide avec 
un plan z = ax 4- by 4- c \ on aura done 

Q/= Maxi-^r byt-h c). 

Soit ( x , y) le point M ou est appliqu^e la force P; elle est 
£gale a la somme des Q/, et son moment par rapport k OXZ 
et OYZ est la somme des moments de ces reactions; done 

P = X2(<z.r,-4- byi-h c) z=z a>2.r,-f- &).2j/-f- n\c , 

P-r = a'k'Lxl -4- bXZxtJi -4- c>2.Tj, 

Pjr = a\lxiXi-^ b\2yl -4- cl2y if 

Nous avons trois equations pour determiner a, c, et par 
suite les Q t *. On peut choisir Torigine et les axes de ma- 
niere a annuler St,*, 2^ f -, Say',-, Porigine etant le centre 
des moyennes distances des points A, B,..., et les axes 
etant ce qu’on appelle les axes principaux da systeme . II 
vient alors 



P = n\c, P x=za\2x?, P y—blly*. 



Q* = p 




121 + i\. 



S'il s’agit d’une table rectangulaire soutenue aux coins 
ct dont les cotes soient 2 a, a 6, les axes seront les me- 
diancs, et Ton aura 




De S.-G. — Rec. 3 



Digitized by L^ooQle 




HECUEIL d’eXERCICEA 



34 

Pour que les quatre press ions soient positives ou qu’aucun 
pied ne soit souleve, il faut qua le point M soit a l’int6- 
rieur du losange dont les sommets son t les milieux descolds 
de la table et dont les c6t£s ont pour Equations 



Supposons encore que la table soit un polygone regulier 
de n c6ths, soutenu k ses sommets et inscrit dans un cercle 
de rayon a; l’origine est au centre et l’un des sommets sur 
Faxe des sc. On aura 



2iir . 

xi — a cos 9 Yi = a sin > 

n n 



• /in* V'' „ net* 

2**1 = T > 2 ^= — ’ 




9.x n r 2V . nz 

— cos h — sin h i 

a n a n 



)■ 



II est ais6 de voir que toutes les charges seront positives 
si le point M est a Finthrieur d’un polygone regulier dont 
les cotes touchent le cercle concentrique a la table et de 

rayon ^ aux points situds sur les prolongements des rayons 

qui aboutissent aux sommets de la table. 

Si Ton Irouve pour les pressions supportees par quel- 
ques-uns des pieds des valeurs negatives, et si Ton suppose 
1’exUdmite de ces pieds fixee au sol, ils doivent s’allonger; 
mais, s’ils peuvent quitter le sol, ils ne soutiendront plus 
rien; on devra reprendre le probl&me en rhpartissant la 
charge sur les autres pieds, et tenant eoinple du poids des 
appuis qui sont souleves. 



EXERGIGES. 



\. Un paralldlogramme homogene est port6 par tnois hommes, 
dont un le tient eh un sommet : en quels points du perimelre les 
deux autres doivent-ils soutenir la plaque pour que tous trois 
soient hgalement charges? (P. Jullien.) 
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Aux milieux des c6t6s non adjacents au sommet consid£r£. 

2. Montrer que le centre de forces paralleles et egales, dont les 
points duplication divisent dans un meme rapport les c6tes suc- 
cesses d’un polygone donn6 est independant du rapport adopte. 
(P. Jullien.) 

3. Si les droites qui joignent les sommets A, B, G d'un triangle 
& un point 0 rencontrent les cdtes opposes en A', B', C', on a 



AC'.BA'.CB' = C'B.A'C.B'A, 



OA' 

AA' 



OB' 

BB' 



OC' 

CC' 



= i. 



On decomposera une force appliquee en 0 en trois forces paral- 
l&es P, Q, R appliquees en A, B, G; la r^sultante de Q et R est 
appliquee en A'; done. . , . 

4. Si A', B', C', D' divisent les c6t6s d'un quadrilatere gauche 
ABCD de telle sorte que le produit de quatre segments non con- 
secutifs soit 6gal au produit des quatre autres, les droites A'C', 
B'D' se rencontrent. 

On peut appliquer en A, B, G, D des forces P, Q, R, S telles 
que la r^sultante de P, Q soit en A', de Q, R en B', de R, S en C', 
de S, P en D' : le centre des quatre forces doit 6tre a la fois sur 
A'C' et sur B'D'. La reciproque s’en deduit. 

3. T etant le centre du cercle circonscrit a ABC, H le point de 
concours des hauteurs, la resultante des forces TA, TB, TG est TH. 

Appliquer le theoreme de Leibnitz. 

6. Construire un pentagone ABODE, connaissant les milieux A', 
B', C', D', E' des c6tes : generalises (Collignon.) 

On applique en A', C', E' des forces i ,dont on construct le centre G, 
en B # , D' des forces — i dont le centre est G'; le systeme a une re- 
sultante i appliquee en A ; ce point est sur GG'; AG double de GG'. 

7. H, K 6tant les milieux des diagonales AG, BD de ABGD, on a 

4HK* = AB*-t- BC*-f- CD* -4- DA* — AC*— BD*. 

(Darbovx.) 

Egaler les valeurs de R donnees n° 22, quand 2 P = o. 
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RECUEIL D EXERCICES 



CENTRES DE GRAVITE. 



26. Le centre de gravite d’un corps est lc point dupli- 
cation de la resultante dcs actions de la pesanteur sur ses 
diverscs parties, ces actions etant considerees cotnme paral- 
lels. Quand ll s’agit d’un corps continu, on le decompose 
en elements infiniment petits, qu’on suppose liomogenes; 
et, si dp est le poids de Tun d’eux, on a, pour les coordon- 
nees du centre de gravite, 






f x dp f.T r -P fzdn 

' 1 ¥' ' 



les integrates s’etendent a tout le corps, qui peul se reduire 
a une surface ou a une ligne dont les elements seraient 
doues d’un poids specifique. Le poids d’un corps est pro- 
portionnel a sa masse 5 done, m designant la masse d’un 
sy steme, son centre de gravite a pour coordonnees 




Etant donne un systeme quelconque, ineine soustrait a 
Taction de la pesanteur, meme non solide, ces equations 
definissent un point bien determine, qui n’a plus de rap- 
port avec la pesanteur, mais que Ton continue d’appcler 
centre de gravite du systeme, et qui a des proprietes im- 
portantes. 

11 suflit de rappelcr les simplifications qu’apporte dans la 
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rcclierche du centre de gravite 1’ existence de lignes ou de 
surfaces diametrales. 



Centre de gravite des lignes. 



27. Centre de gravite d*un arc homo gene de chainctte 
commencant au somme t . 

La cliainctte a pour equation 







y part de la valeur a pour x = o, et croit indefininient. La 
chainctte etant homogene, la masse d’un de ses elements 
peut clre mesuree par sa longueur \ alors 



m =f ds =f 0 5 («=.-*-•“=) («?_*-=) 




L’abscisse du point cherclie est la memc que celle de 
1 intersection de la tangente au sommet et de la tangente a 
l’extremite de Tare ; Tordonnee est la moitie de l’ordonnee 
* l’origine de la normale menee a Pextremite de Parc. 
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28. Centre de gravite d y un arc de cardioidc 
rz= a(i cos©). 



On; 



ds = dQ \ f 2 a \i -b cosO) = 2fl cos — 0 dO , 



5 = ( sin — 0 — sin i 0, ) , 

2 2 7 



=“•!> 



r cos 0 r/j 
0 



0 3 3 0 i 50\ 

cos — I — cos 1 — cos — d9 

2 2 2 2 2 J 





# . 0® 


30 


. 3 0, 


i . 50 


T . 


= a* 1 4 sin - 


— 4 sin h sin 


— __ 


- sm — 


-+- ~ sm — 


— 7 T sm 


V * 


^ 2 


2 


2 


5 2 


5 


r , r . 


o r 0 


. 0 


|6 


/ 0, 


0\ 


I Yds = I rsinSaf 


— 8rt J / cos 4 - 


sm - 


= — 


( cos 5 


cos 5 - ) 


' J 


J a 


2 


5 


\ 2 


2/ 



II est aise (Ten tirer x , et jyi *, pour la moitie de la courbe, 
de 0 = o a 0 = tt, on a % 

/ 4 

s — l\a, •*. = 5 <7 * 



29. Centre de gravite d'un arc d'hclice ordinaire com - 
mencant sur le plan des xy, et oil la, densite est representee 
par e ~ c% . 

Soient a le rayon du cylindre sur lequel est rhelicc, 
27T li le pas ; on a, pour chaque point de la courbe, 



x — a cos r = flsin - • 

h k 



La masse de l’arc considere est 
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Jxdm = ^^a 9 -+- k*J* e—tGQ&j^dz 

a Ja 1 -*- h* f « / • 2 l z \ tl 

= — — — er'* sin - — ch cos — ) - 4 - ch U 

i-f- c a /i* L \ h h ) J 

P dm = a [‘ ~ ( cos s + ■ eh sin i)} 



r , s/a*-+-h* r z , v/« a -*-/*T / ,1 

J zdm~ — ^ zer~**dz — - — ^ — (i -f- czje - " j. 



v/<z a - 4 - /< J I 



39 



On aura immediatement Xj, r t . Si Tare est prolonge 
indefiniment, les resultats se simplifient et deviennent 



m ~ 



sja'+h 1 
ch ’ 



x t 



flc s A a ach i 

i -f- c l h 7 5 i -f- c'h*' Zl c 



30. Determiner une courbe plane passant par Vori- 
gine, et telle que la densite soit une fonction donnee 
f(s) de Varc, et que Vordonnie y K du centre de gravite 
d’un arc , compti d partir de Vorigine , soit une autre 
fonction donnee cp($). Cas ou f(s) = as m , <p (s) = cts^. 

(Aggregation, 1871.) 

On voit immediatement que la courbe satisfait a l’e- 
quation 



?(*) f f( s ) ds = f yf(s)ds. 

VO vo 



Difligrentions 






y est d£s lors une fonction connue de s 



(0 ^ = ^(5), 

done 

( 2 ) dx = dsf 1 — <}/*($;. 
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4o 

SI l’on peut int^grer, II n’y aura plus qu’& ^llminer s & 
l’alde de liquation (i) pour avoir 1’equatlon finie de la 
courbe. Quelquefois on peut r^soudre Tequation (i) par 
rapport k s , 

* = *(?)> 

et il suffit d’int<5grer 

(3) dx = dyjm\y) — i* 

Dans le cas particulier propose, liquation (i) devlent 



y = 



m -4- fjL -4- i 

a^ 

m + 1 



m fa -f- r 
m H- i 




en introduisant, pour abr6ger, la nouvelle conslante Ct 
Liquation ( 2 ) donne alors 



dx ds y/ 1 — . 

Cette diflerentlelle binome pourra s’int^grer quand — - l -—^ 
ou — h - seront des nombres entiers; Tune de ces 

2 [X — 22 

deux conditions sera satisfaite si ul est de la forme - — - > 

1 n 

n dtant entier. On pourra cholsir arbitrairement la valeur 
de m : elle d^terminera le rapport de y a y K . 

Soit /2 = i- alors p ■= 2 ,y=^s*. Nous appliquerons 
liquation (3) 



dx =r dy 



ll^rr 

V 2C/ 



C’est une cycloi’de ayant son sommet a Torlgine et toucliant 
l’axe des le rayon du cercle generateur est ~ • 

3 

Soit n = 2 , (jl= - ; nos formules devlenncnt 



y = - == ^ 1 — c s * 

0 
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Integrant, 

*=37, L 1 — (* — «*')"] * (■* 



4i 



i a 




C’est Phypocycloide k quatre rcbroussements , enveioppe 
d’une droite de longueur ^ qui glisse sur l’axe des x et la 

droite x = • 

3 c 2 



Pour n = oo , u = i, on a une droite. 



On ne pout donner a n de valeurs negatives, car fi scrait 
ds 



< i, et ~ infini pour s = o, ce qui est impossible. 



Centre de gravite des surfaces. 

31. Centre de gravite de I'aire comprise entre un arc 
d* ellipse, le diametre qui aboulit a une extremite de V arc 
et la corde conjuguee passant par V autre extremite . 

En prenant pour axe des x le diametre donne, pour axe 
des y la tangente a soil extremite, l’equation de l’ellipse est 
de la forme 

b 2 & 2 .r 2 

r 2 ~ 2 — jt 



On decompose I’aire donnee en une infinite de bandes ele- 
mentaires paralleles a 1’axe des y \ la masse de cliacune peut 
etre representee par j rf.r, et son centre de gravite a pour 

coordonnees x et -jy. L’aire consideree est, 6 designant 
Tangle des axes, 



A — 





— .r 2 dx sin 0 
« 2 



b sin 0 
2 a 






arc cos - 



— \a — h) \ ’ 2 . ah 
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Si a?!, y x sont les coordonnees du centre de gravite* 

. r h . /“** V 7 

A x, =/ arsiD^fitr i / 2 — x x 2 

Jo V a 



a 3 arc cos 



a — h 



-9(2 ah-h'Y 
a 3 v 



b sin 0 f 

2 a L 

— a (a — h ) \Jiah — , 

ky ' = L l ^ b i*~ b i x ) sinfl ^ = ^S* ( a/l '-j)- 

On en deduit pour des valeurs assez compliquees, 

raais qui s’adaptent, en sesimplifiant, a plusieurs cas parti- 
culars •, ainsi, pour le quart d’ellipse, on fera h == a, et Ton 
aura 

.nab 4 a 4& 

A =~r x '— a 3 ^.* 

Si Ton veut passer au cas de la parabole, on fera b* = ap, 
on developpera suivant les puissances negatives de a, qu’on 

fera ensuite infini ; mais il est bonde remplacer arc cos - — - 



par 2 arc sin 






on a 



A=^sinOy / ^ 2 a>arcsmy/ ~ (a - h) (i- J 

= VT sin0 [ a ( I+ ^ + -")~ (a ~ A )( I- ?! + ---)]’ 

et ainsi pour les autres : a la limite, en faisant ^2^/1 = 

2 3 3 

A = -hA sin0, x i = -h 1 jr i = -t. 



32 . Centre de gravite de V aire comprise h Vinterieur 
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d’une parabole et d'un ccrcle represents par les equa- 
tions 

y i =\Qax, x? y* — 10 ay = o, 

Le cercle passe au sommet de la parabole et touche son 
axe ; il rencontre la courbe en un point dont Fabscisse est 
4«, et le segment considere est biconvexe. Pour evaluer les 
integrates qui servent a determiner le centre de gravite de 
l’aire, le mieux serait de la decomposer en bandes inlini- 
ment etroites paralleles a OX \ mais , pour donner un 
exemple des precautions a prendre dans le calcul des in- 
tegrates multiples ou l’expression analytique des limites 
change, je decomposerai en elements dxdy , et j’integrerai 
d’abord par rapport a y. J’ai une expression de la forme 

= f I '(/ — 

x ne varie pas seulement de zero k 4 a, mais de zdro a 5a, 
car le rayon du cercle est 5 a, et Fare qui limite le contour 
surpasse un quadrant. Dans tout Fintervalle l on aura 

y = 5 a — \J 26 a % — x i ; 

mais y sera y/i 6ax qnand x croitra de z^ro a L \a , et 
5 a -b y/a5a 2 — x 2 quand x sera compris entre 4 a et 5a; 
done 




f (b'Jax-- 5 a 4 - /'25 a 2 — rr 2 ) dx-h I a/a5a 4 — x i dx, 

0 dka 



A = 



a5 . 4 

— a 2 arc sin -= 
a 5 




en prenantl’arc sinus termini dans le deuxieme quadrant, 
i 26 ° 5 a'ia^, ou, en parties du rayon, 2 , 2 x 43 . L’integrale 
f x dx dy se calcule de mime et donne 



kx x = 



ga8 

i 5 



a 3 . 
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Enfin 
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L’arc sinus est le rueme que dans la premiere integrate. 
On a sans peine et 

33. Centre de gravite d une demi-boucle de la lem- 
niscate de Bernoulli 

r— a sfi cos 2 0. 



On fait varier 0 de zero a \ alors r = o, et l’aire de la 

4 

courbe est 



/» t\ r*ay)i cos lQ f* !\ 

= \ / rdrdO=ia^ 

dodo do 



cos 2 0 dO = - n 7 , 
2 



7 r 

•J 



Ax, = J* j* r* cos0 dr dO = ^ a* J* sfi cos© (cos 2 0) 2 

On int&gre en posant y /2 sin 9 = d’ou 

v/2 cos 0 e /0 = du, cos20 = 1 — 

A |a 2 jf (i-a ! )2rfw = ^ X ^a 3 = ^*1 

7T 

Aj'i—j' j*r* sinti dr dQ = ^ a* J* /SsiaOcosaO* 



r/0. 
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Posons ^2cos0 = zz, ^2sin0rf0 = — du , cos 2 0 = zz * — 1 *, 
Aj, = | a 3 ^ («*— \)*du — a* L(i -4- ^ 2 ) — ^ V^j* 

On en conclut 

•*. = £ ri = «^L(i-+-y/2)-| 

34. Determiner une courbe plane telle que le centre 
de gravite de l* air e comprise entre les axes , /a courbe et 

V or donnee x = /z ait pour abscisse x x — 

La courbe cliercliee satisfait a Tequation 

Dillerentions et reduisons: 

«/ O 

Dillercntions encore : 



d’ou 



+ 3x*)jr-hx*(a -t-x) 



I oi 1 — 2 a.r — 3x* a — 3x 

y dx x l [a -+- x) x 1 



I/integration donne evidemment 



*=i e ^ 



La courbe presente un point d’arret a Torigine^ du cote 
des x positifs, elle part de Torigine tangentiellement a OX, 
s’eleve au-dessus de cet axe, et lui devient asymptote pour 
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X infini. Quand x decroit de zero a — oo , jr croit de — oo 
a zero. De ce c6te de l'axe des or, il etait impossible a priori 
de satisfaire a 1’enonce du probleme \ mais il ny a pas con- 
tradiction avecnos calculs, car, si x est o, la valeur trou- 
vee pour j rend infinies les integrates de l’equation ( i ) , et 
celle-ci devient illusoire. 

35. Etablir la relation qui existe entre les aires des 
qualre triangles ay ant pour bases les cotes d'un quadri- 
latere et pour sommet commun le centre de gravite du 
quadrilatere . 

Prenons ( fig- 2) pour axes les diagonales A A', BB', et 
faisons OA = a, OA'= a', OB = 6, 013'=^', AOB ~ 0. 
Joignons B, B' au milieu M de AA'*, il est clair que le centre 



Fig. 2. 




B' 



de gravite G se trouve sur une parallele a BB' qui coupe MB 
et MB' au tiers de leur longueur a partir de M; et, comme 

0M==^ (a — a'), l’abscisse de G est ^ [a — a') 5 par ana- 
logic, son ordonne'e sera — b '). Maintenant Taire du 
triangle GAB est 

a — a' b — b’ 

1 — 5 — — ~ — 

1 a o j 

«= -sin 6 =s -+- a&'-+- ba r ), 

a 1 a o b 

1 o b 
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L’aire de GBA' sc calcule de memc, A! «yant pour coor- 
donnees — o, 

i . 



GBA' = p = g sin0(tf# -h ha ' -4- a 1 V )\ 



de meme 



GA'B'= 7 = g sin 8 ( ab' - 4 - ba' + a! U ), 

GB’ A = $ = g sin 8 («£ -+- ai' -\-a' b' ). 

Oq tire de ces equations, en posant a-f-(3-hy-{-d = S, 

“ ,y =E5( s - 3 -')' 

ab'= -At (S — 38), a’b=-^-!S — 33). 
sins' 1 rj sin0 v ' 

li suffit d egaler le produit des deux premieres ct des 
deux dernieres quantites ; on a, en divisant par 12 cosec 4 #, 

3 ay — S (a + 7 ) ~ 3 p£ — S(p -f- $ ) 
ou 

a 2 -+* 7 1 — ay = p 2 -4- $ 1 — p<J. 

Les quatre aires ne peuvent done &tre prises arbitraire- 
ment. 

36. Centre de gravite de la portion de surface du pa - 
raboloide 

.r a r 2 

ZZ= - -t- X’ 

a # 

qui se projette sur le plan des xy entre les parties posi- 
tives des axes et V ellipse 

x* r J 

“ -4-“ = I» 2 = 0. {FuHBMAKIT.) 

Le long de la courbe a double courbure qui liuaite l’aire 
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proposce, la normale au paraboloi'de fait un angle constant 
avec l’axe des z. Pour eflecluer les quadratures, je sub- 
slitue a x et y les variables u et y definies par les equa- 
tions 

a? = aw sincp, y =. bu cos©; 

on a tous les points situes a l’interieur du quart d’ellipse 
donne en faisant varier u de zero a i , cp de zero On 

d^coupele plan des xy en petits parallelogranmies quiont 
pour aire, d’apres les formules connues pour le change- 
ment de variables dans les integrates multiples, 



dz — 



tdx dy 
\dcp du 



5m d U = a b u du do. 



La normale au paraboloi’de en x, y faisant avec l’axe un 
angle y tel que 



cosy + (^) = [/ l+ i 



= / i H- > 



on aura pour l’aire courbe et pour ses moments par rapport 
aux plans coordonn<§s : 



7C 

A =z ab J* j* u du dy fa -+- w 2 = (2 fa + 1 ), 

Ax\ = a 2 b J* J* u 1 du dy sin cp / n- w 2 = [3 fai — L (1 ✓5)]. 

Ayi = ab * J* J* 1 u% dudy coscp fa -+■ u' 1 = [3 fa — L(i -+- v/ 2 )], 

A^i= ff w 3 (a sin* cp -+* 6 cos*<p) du dy fa -+■ w* 
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37. La distance da centre de gravite de V aire d* une 
figure spherique h un plan est qualrieme pro port ionnelle 
a V aire de la figure , a sa projection sur le plan et an 
raj on R de la sphere. 

En effet, prenons le plan de projection pour OXY, ie 
centre pour origine *, on a 



A z t = J* j'z^dxdjr^ Rproj. de A. 



On en deduit que la distance du centre de gravite d’un 
triangle spherique ABC au plan du grand cercle BC est 



It a — h cos C — c cos B 
2 A — t~ B -j- C — it 5 



cette formule et les deux autres analogues font connaitre le 
point cherche. 

Considerons une demi-boucle de la surface de Viviani 



x 1 -+- y 7 *+- z 2 = R 2 , x 2 - hy * — R j? = o ; 

son aire est ^ R*, et ses projections sur les trois 

plans coordonnes sont, comme on le voit sans peine, 



3 R ’’ (? - 5 ) 3 cR ’ ; 



on en deduit 

2 R 



‘ 3(7T — 2 ) 



(3it — 8)R trR 

’ r»= — — » *1 = 



6(7T 2 ) 1 4(7r 2j* 



Centre de gravite des solides. 

38. Centre de gravite du volume homogene engendre 
par la revolution de la boucle d’ une strophoide autour 
de V axe. 

Db S.-G. — Jlec 4 
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Prenons l’axe pour axe des x, et le point double pour 
origine; {’equation dela courbe est 



a — x 

Y = X 2 • 

J a -f- x 



Lc volume est 



-/ 



a — x 

TZ JC 2 dx 

a x 



: / ( — x 2 -+ -lax — 2 J dxz=z 2ira s ( L2 — 77 V 

Jo \ a-\-x) \ 3/ 



Lc centre de gravite est sur l’axe des x , et, x x etant son 
abscisse, on a 



d’ou 




a — , < 

civ — iza A 

a - h x 



'i 2 - aLa V 

12 / 



17 — 24 L 2 o , 365 

1 24 b 2 — 16 0,636 



0 , 57 a. 



39. Centre de gravite du volume engendri par un 
secteur parabolique compris entre deux rayons vecteurs 
et tournant hutour de Vaxe de la parabole . 

Le rayon vecteur correspondant k Tangle 0 est 



^ l-ncosO* 

et, si a et [3 sont les angles polaires des rayons qui limitent 
le secteur, on a 



V =2 7r f f r J sin 0 

J* Jo 3 L( l+C( 



COS P ) 2 



r? p ? 

Va?i= 2 ir I / r 3 sinO cosO dO dr 
Jet do 



/ <X ^0 



i k r 1 1 1 1 ] p. 

2^^ [_2 (i -+- COSO 3 (i-h cosO) 3 Joe’ 



( 14 - cos a) 2 



Digitized by L^ooQle 




SUR LA M^CANIQUE RATION WELLE. 



5i 



d’ou 

__ i 3(i -4- cosa) (iH- cosji) ^cosa -4- cosp) — a(cos a — cosp) 8 
X{ ~~ 4 P ( 1 ■+" cosa) ( I -4- cos p ) ( 2 -h cosa -h cos p j 

39. Centre de gravite du volume compris entre les 
trois plans de coordonnees rectangulaires et les surfaces 
des cylindres elliptiques 




La surface courbe qui limite 1’espace compris a l’inte- 
rieur des cylindres au-dessus du plan xy est la voute d’a- 
rete, et les lignes d’intersection des deux cylindres sonl 
contenues dans les plans ay = dt bx. Nous ne prenons 
que le quart du yolume compris sous la voute $ des plans 
horizon taux y determinent des sections rectangulaires dont 
les c6tes ont pour longueur 




On aura de suite le volume V et 1’ordonnee z du centre 
de gravite 




Pour calculer les moments relatifs au plan des yz } on 
peut diviser le volume en petits prismes de base dxdy , 
paralleles a OZ; mais la hauteur de ces prismes n’a pas la 
meme expression ajix divers points du plan xy : pour les 
points compris entre^Paxe des x et les. droites x = a et 
ay = bx, le volume des petits prismes est limits au second 
cylindre parall&le a OY ; au contraire, c’est au premier Cy- 
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lindre quc se terminent les paralleles menecs a OZ par des 
points compris entre 1’ axe des y, les droites y = b et 
ay =zbx. On parfage l’integralc definie en deux 



bx ar 




Pour la premiere, on integre d’abord par rapport ay. ct 
dans la seconde e’est par x qu’on commence, et Ton trouve, 
en ecrivantj'i par analogie, 

3 it a 2 be q Or 



41 . Centre de gravitc du volume compris entre le plan 
des xy, le plan des zx, la sphere de rayon a dont le centre 
cst a V origine, et le cy lindre 



x 2 -4 - y 2 — ax = o. 

Le volume ainsi defini et la surface splierique qui le 
limite ont ete etudies par Viviani. Prenons des eoordon- 
necs semi-polaires /*, 0 et z \ sur la base du cylindre, on a 
r~a cos0, et les formules ordinaires conduisent a des qua- 
dratures qui ne presentent pas de difficult^ : 



X i pacos 9 3 / 

dQ J rdr\Ja 2 — /■* = — — - a\ 

x t =z J j ;*cos Q\ju- — r*dQdr— 



i 5 

Vj. = J* j* r*sinO ijai— r*dQdr= — ^ j — a* 

Vz <=f fl( a ’-’*') rd6dr 



On en d&Luit de suite x t , y^ z t . 
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42. Dessolides ter mines par deux faces planes par al- 
leles, et tels que Vaire de la section faite par un plan 
parallele d ces bases s’ exprime par une fonction entiere 
et du deuxieme degri de la distance du plan secant a 
Vune d’elles . 

La definition precedente comprend un grand nombre de 
corps remarquables par la simplicity avec laquelle on peut 
determiner leur volume et la distance de leur centre de gra- 
vile aux bases. Soieul zh la hauteur d’un de ces corps, z la 
distance de la base inferieure a un plan parallele horizontal, 
pour fixer les idees, et 

A = mz 2 -h pz 4- q 

l’aire de la section determinee par ce plan. Le volume est 

X 7h h , 

(mz 7 4- pz -f- q)dz = - ^ 8 nth 1 4- 6 ph 4- 6tf). 

On peut Tecrire 
o.h 

V = -g- [(4 mh 7 -\- iph 4- q) 4- 4 (^*+ ph 4- q) 4- q]. 

Les trois parties du crochet represented l’aire de la base 
superieure, de la section moyenne et de la base inferieure; 
designons-les par B,, B 2 , B 0 , et nous aurons 

V — g 2 A f B 0 4- B t 4- 4 

La distance du centre de gravite a la base inferieure cst 

i 

Zl== y J (mz 2 -\-pz -b q)zdz 
= [&mh*+\ph + 3) = || (B.+ aB,). 

On aura de m£me la distance a la base superieure et leur 
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rapport 

jsq B< -4- 2 Bj 

z x B 0 4- aBj 

Dans la classe des solides que nous considerons rentrent 
les segments de surfaces du second ordre, et les poly&dres 
limits par deux bases parallMes, et lateralement par des 
triangles ou des trapezes dont les sommets coincident avec 
ceux des bases. Pourle reconnaitre dans ce dernier cas, pre- 
nons le plan de la base inferieure pour plan des xy\ les 
aretes lat^rales ont des Equations de la forme 

x = a* -hoc, y = bz -+- fi ; 

le polygone d£termin6 par un plan secant parall&le k O xy a 
des sommets dont les coordonn^es sont fonctions lin^aires 
du z du plan; ce polygone se projelte en vraie grandeur 
surOa;/, et Ton sait que l’aire d’un polygone est une fonc- 
lion entire du second degr£ des coordonn^es des sommets, 
et par suite de z. Puisque le nombre des faces laterales est 
quelconque, on peut les supposer infiniment 6troites et en 
nombre infini : on aura alors un solide limits lateralement 
par une surface regime quelconque. 

Ce r^sultat est tr&s souvent utile, surtout si l’on connait 
k l’avance une ligne sur laquelle doive £tre le centre de 
gravity : en voici quelques applications. Le centre de gra- 
vity d’un demi-ellipsoide divise le demi-axe dans le tap- 
port de 3 a 5. Quand deux surfaces du second degre se 
coupent suivant deux coniques situ^es dans des plans pa- 
rall&les, le volume compris entre ces deux surfaces (tel 
serait le volume engendr6 par la rotation d’un segment 
de conique autour de l’axe) a son centre de gravity au 
milieu de la droite qui joint les centres des coniques com- 
munes. Que deux ellipsoides homothetiques et concen- 
triques soient coupes suivant des courbes r^elles par deux 
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plans parallels, le volume compris entre les deux plans 
et les deux ellipsoi’des a son centre au milieu du diametre 
de ce solide; car les aires annulaires determines par des 
plans secants paralieies sont equivalentes : B 0 = B< = B 2 . 

43. Lorsque dans un de cessolides, limits lateralement 
par une surface gauche, que nous venons de considerer, 
les centres de gravity des sections paralleles aux bases ne 
sont plus en ligne droite, on peut determiner le centre de 
gravitd du solide au inoyen d’un elegant theoreme du a 
M. Darboux. On voit immediatement que le moment, par 
rapport au plan Oyz, de la tranche comprise entre les 
plans menes a des hauteurs z et z -f- dz est de la forme 
<f(z)dz, <p(z) etantun polynGme du troisieme degre. 

On a 




mais on reconnait, comme nous l’avons fait quand <p (z) 
etait du second degre, que l’integrale est egale a 

*[ip(o)+<f(aA)-+-4<f(A)]; 

^(o) est egal au produit de B 0 par l’abscisse a 0 du centre 
de gravite de cette aire; <p( 2 /i)et<p(A) sont egales a B, a* 

h 

et a B 2 a 2 : remplagant V par sa valeur et divisant par 
on a 

( Bo *+* Bi -4" 4 Bj)37i = Bq OCq + B| -4" 4 ^2 

On a une relation analogue pour y K . Done le centre de 
gravite du solide coincide avec celui de trois masses 
egales a B 0 , B, , 4B 2 , placies respectivement aux centres 
de graviti de la base infer ieure, de la base superieure 
et de la section moyenne. 
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EXERCICES. 



1. Centre de gravite d’un arc de cycloYde homogene dont l’ori- 
gine est au sommet de la courbe. 

s = *,= x— — [(ia) T - (aa — ^)*]. 

i 3 <J y 

2. Centre de gravitd d’un arc de la spirale r = 6 4tant nul 

a l’origine de l’arc consid^rd. (Fuhrmann.) 

$ = a^i(e^— i), x t = ~ [(sinQ a cos0)e s & — 

3. Centre de gravity d’un arc de courbe qui se projette sur OXY 
suivant la parabole j*=4 ax, et sur OXZ suivant une demi- 
cycloide partant du point O et engendree par un cercle de dia- 
metre b qui roule sur OX. (Fuhrmann.) 

x i=\ b < = b - 



4. Determiner la masse et le centre de gravite d’une demi-cir- 
conference oil la density est ly, y £tant la distance au diametre 
de base. 

m = il R 1 , Xi = o, y l = ^ 

5. Centre de gravity d’un arc de parabole, de lemniscate, de 
loxodrome. 



6. Centre de gravity de l’aire comprise entre un arc de chai- 
nette, sa base, son axe et une parallele a cet axe. 



A. — CLS , X j ■ — • X * 



ay — < 2 * 






4 s 



7. Centre de gravity de l’aire comprise entre un demi-cercle 
limite par un diametre PQ et la podaire du point P relative & la 
dcmi-circonference. 



. tcR* R 8R 

A =_, 



8. Centre de gravity de l’aire de la portion de la surface 
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qui se projette sur le plan des xy entre OX, OY et la droite 
x - 4 - y = a. 



2G — i 5 i/a 122 s/^ — i 5 L (3 * 4 - 2 1/2) 

rr, = ^!= g, *1 = 7-T- 1 — 1 — a. 



J 92 (v/ 2 -Hl) 



9. Une chafnette, tournant autour de sa base, engendre une 
alysseide : centre de gravite de la zone comprise entre l’dquateur 
etun parallele. 





10. Centre de gravite de l’aire comprise entre une cissoi’de, son 
axe et son asymptote, entre une spirale d’Archimede et deux 
rayons vecteurs, entre une ellipse et deux rayons issus du foyer; 
d’une boucle de strophoide. 



11 . Centre de gravite d’une zone de paraboloide de revolution, 
de la surface convexe d’un tronc de c 6 ne comprise entre deux ge- 
neratrices. 



12. Centre de gravite du volume compris entre une sphere et 
un c 6 ne qui a pour sommet le centre et pour directrice une courbe 
de Viviani, dans la region des coordonnees positives. 



V=^- r -^R s , *i = 



R 3 -it — 8 

r,= 8^-~6 R> * i= 



3rcR 

i 6 tt — 3 a 



13. Centre de gravite du volume compris entre les trois plans 
coordonnes et le plan x -b y z = a, la densite variant comme le 
carre de la distance a l’origine. 



r a r a-x p a—x—y > . 

= 11 I X(a?*-+- y*-h z*) dx dy dz = > 



x t = y t = *i = 



5 a 
18 * 



14. Centre de gravite du volume engendre par une parabole 
tournant autour de la tangente au sommet; par un quart d’ellipse 
dont le centre parcourt l’axe d’une demi-ellipse horizontale, l’un 
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des demi-axes de F ellipse mobile etant l’ordonn^e de l’ellipse fixe ; 
l’autre axe vertical et de grandeur constante. Volume compris 
entre un paraboloide hyperbolique, le plan tangent au sommet et 
les plans men6s parallelement a l’axe par quatre generatrices qui 
forment un qnadrilat£re gauche. 

15. Volume et centre de gravite d’un solide ayant la forme d’un 
tas de pierre9. 

16. Calculer l’aire engendree par une circonference dont le plan 
s’enroule sur un cylindre droit : centre de gravite de cette aire. 

17. Volume et centre de gravite d’un cylindre tronque. 
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tQUILlBRE DES CORPS SOLIDES. 



Theoremes sur l’eqnilibre et la composition des forces. 

44. Un syst&me quelconque de forces F/, appliqudes en 
des points M / d’un soiide invariable, peut toujours £tre 
remplacd par une resultante de translation R appliquee 
en un point arbitraire O du soiide el par un couple G. 
Prenons le point O pour origine de trois axes de coor- 
donnees faisant entre eux, dans le cas g6n£ral, les angles \ 
p., v : R a pour composantes 

X = ZX/, Y = ZY,, Z=SZ 

G est le couple resultant de trois couples situ£s dans les 
plans coordonnes et ayant pour moments LsinX, Msinjx, 
N sinv, si 

L — Sfy/Z,— Z{Yi), 

M -- £( ZiX{— xfLi), 

N= 2(*/Y t-nXt). 

Pour qu’il y ait dquilibre, il faut et il suffit que R et G 
soient nuls, d’ou les six Equations connues. On pent dire 
aussi qu’il faut que la somme des projections des forces 
sur une droite quelconque et celle de leurs moments par 
rapport a cette droite soient nulles : il suffit que les projec- 
tions faites sur trois axes para! Element aux trois faces d’un 



Digitized by L^ooQle 




6o 



RECUEIL D’EXERCICES 



tri4dre aient une somme nulle, ainsi que les moments par 
rapport aux trois aretes d’un tri4dre. 

Le cas ouil n’y a que trois forces offre un inter£t excep- 
tionnel : pour qu’il y ait equilibre, il faut que les trois 
forces soient dans un m£me plan et que Pune d’elles soil 
6gale et opposee 4 la resultante des deux autres. 

45. Le syst4me des forces F,* ne peut, en general, £tre 
remplac^ par une seule force ; pour qu’il admette une r£- 
sultante appliqu^e en un point (x,y, z ), il faut que cette 
resultante soit egale 4 R et qu’on ait 

(i) yZ — -zY = L, *X — :rZ = M, xY — yX = N; 

or ces Equations ne sont compatibles que si 



(a) LX ■+■ MY + NZ = o; 

cette condition remplie, les Equations (i) se reduisent a 
deux, qui represented evidemment la ligne d’action HH' de 
la resultante. Les Equations de HH' peuvent se mettre sous 
une forme symetrique ; multiplions la seconde equation (i) 
par — Z, la troisieme par Y et ajoutons : nous en tirerons, 
en designant X 2 -f- Y 2 4- Z 2 par S 2 , 



Xx + Xy + Z z 



S*x — (NY — MZ) 
X ; 



on en conclut, par raison de sym^trie, que les equations 
de HH' sont de la forme 



(3) 



NY - MZ 

S* 



y — 



LZ — NX 

S* 



MX — LY 



S est 6gal 4 R quand les axes sont rectangulaires. 

Liquation ( 2 ), quand les axes sont rectangulaires, 
exprime que R est perpendiculaire 4 l’axe de G : il estinte- 
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ressant, ditDuhamel, de retrouver la m£me interpretation 
en supposant les axes obliques. Prenons sur OY et sur 07 
des longueurs OB = N, OC == M : on peut former l’un 
des couples composants de G, N sinv, a l’aide d’une 
force F< egale a l’unite, agissant suivant OX, et d’une 
force F a egale, mais de direction oppos£e, appliquee enB; 
de merae on formera le couple Msinp. a l’aide d’une 
force F s egale a i , agissant suivant le prolongement de OX, 
et d’une force F 4 appliquee en G; enfin, j’obtiens le 

couple Lsin). au moyen d’une force F 5 , egale a agis- 
sant en B dans le sens de OY, et d’une force F 0 , egale, 
mais de direction opposee, appliquee enC. Les forces F 4 , 
F 3 se detruisent; les forces F 2 etF 5 , F 4 et F 6 ont des re- 
sultantes p, p' dont le plan est celui du couple G. Or p, 
appliquee en B, rencontre OX en un point A dont Tab- 

scisse est ^-5; le plan ABC a pour equation 

SN + N + H =I ’ L* + M.r-t-N* = MN; 

l’equation ( 2 ) exprime que R estparallele ace plan, c’est- 
a-dire perpendiculaire a l’axe de G. 

Quand les forces F / n’ont pas de resultante, les equa- 
tions (3) representent l’axe central a condition que les 
coordonnees soient rectangulaires. 

46. Le systeme des forces F,- peut etre remplace par 
deux forces P, Q, appeiees conjuguees et dont l’une agit 
suivant une droite choisie k volonte, hormis celles dont la 
direction est paralieie k R. On etudie aisement les groupes 
de forces conjuguees en remplagant d’abord le systeme 
des F,* par une resultante de translation agissant suivant 
l’axe central et par le couple correspondant, dont je de- 
signerai le moment par K. 
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fitant donnas deux groupes de forces conjugules P, Q 
et P', Q', si les forces P, P' se rencontrent en un point M, 
Q et Q'' seront dans un plan p. passant en M. En effet, une 
droite quelconque passant par M et rencontrant Q doit 
rencontrer Q' puisque, les moments de P, Q et de P' par 
rapport a cette droite £tant nuls, celui de Q' doit aussi 
£tre nul : |x est le plan focal de M, M le foyer de p. Si M 
se d^place sur une droite, jjl tourne autour de la droite 
conjuguee. 

Le t6tra£dre qui a pour aretes opposes deux forces 
conjugu^es quelconques a un volume constant 6gal a gRK ; 

la premiere partie de cette proposition est un cas particu- 
lar du th£or£me suivant. 

47. Th£oreme de Moebiijs. — £tant donn&s deux sys- 
temes de forces P ( , P 2 , P m ; Q,, Q a , Q* equiva- 
lents , la somme des volumes des tttra&dres qui ont pour 
aretes opposees deux des forces P combines de toutes 
les manures possibles est tgale d la somme analogue 
correspondant aux forces Q; le volume du tetraedre 
construit sur deux forces sera affectb du signe -h ou 
du signe — selon que le moment d’une des forces 
par rapport d la direction de Vautre est positif ou 
ntgatif 

Le volume (P, Q) du t£tra£dre qui a P et Q pour 
aretes opposes est £gal au sixi&me du produit de P 
et de Q par leur plus courte distance et par le sinus 
de Tangle de leurs directions, c’est-^-dire au produit 

p 

de g par le moment de Q relatif a P. Cela pos£, 6galons 

successivement la somme des moments des forces P et 
celle des moments des forces Q, par rapport & chacune 
des m + n droites suivant lesquelles agissent les forces P 
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et les forces Q : il vient 

(Pi, P.) + (Pf, P«)+...+ (Pi, P m) = (Pi, Qi) (Pi, Q n)\ 



(Q/i, Pi )■+■•••+ (Q», Pm) — (Q/t, Qi) (Q«, Q»-i). 

Si l’on ajoute membres k membres ces m -f- n Equa- 
tions, les volumes (P/, Qj) se detruisent et il reste, en 
divisant par 2 , 



( P 1 , P 1 ) -H ( P 1 > Ps ) -+“ •••-+"( P /»- 1 , P m ) = ( Q 1 , Q % ) -H ...-+-( Q n- 1 , Q n) • 

48. Droites en involution de M. Cayley. — Une 
force P peut, en general, Etre remplacee par six forces 
F,, F 2 , . . F 6 qui agissent suivant six droites donnEes et 
dont, par consEquent, les points duplication et les para- 
metres directeurs peuvent Etre considErEs corome connus : 
si 1’ on exprime que les F/ font Equilibre a la force — P, 
les six Equations d’Equilibre feront connaitre les grandeurs 
des forces F„ a moi’ns que le dEterminant de ces inconnues 
ne soit nul. Dans ce cas particulier, on peut trouver six 
forces F / agissant suivant les droites donnEes et se faisant 
Equilibre : M. Cayley dit que les droites sont en involu- 
tion. Lorsque cinq des droites donnEes ont une transver- 
sale qui ne rencontre pas la sixiEme, elles ne peuvent Etre 
les droites d’action de six forces en Equilibre; mais si 
elles ont une transversale commune T, elles sont en invo- 
lution ; car une force P qui ne rencontre pas T ne saurait 
Etre remplacEe par six forces agissant suivant les droites 
donnEes et dont les moments par rapport k T seraient 
nuls tandis que celui de P ne Pest pas. Cette remarque 
a EtE utilisEe dans les applications de la Statique a la 
GEomEtrie. 

49. Equations de V equilibre astatique. — Dans ce 
qui va suivre, nous supposerons que les forces F,*, appli- 
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qu^es k divers points M ,• d’un solide S, conservent leur 
direction et leur grandeur lorsqu’on change la position et 
1’orientation de S ; ces syst&mes de forces ont ete Studies 
notamraent par Mcebius dans sa Statique et par M. Dar- 
boux dans un beau M^moire sur VEquilibre astatique : 
nous allons en etablir les propria t^s les plus simples. 
Posons, pour abr^ger, 

2 X; = X, 2 XiXi— X xy 2X/^/= Xy, 2X/z/= X*, • ••» 

nous avons ainsi douze quantity, les U„, qui, pour une 
orientation determin^e des axes et de S, definissent lYtat 
du solide. 

Cherchons les conditions n^cessaires et suffisantes pour 
que les forces F; se fassent equilibre dans la position 
actuelle du solide et dans toutes les positions qu’on peut 
lui donner, en un mot, pour qu’il y ait equilibre asta- 
tique. II faut d’abord que la resultante de translation R soil 
nulle 

(i) X = o, Y = o, Z = o. 

RemplaQons chaque force F / par ses composantes X/, 
Y i, Z/ : la somme algebrique des X/ etant nulle, quelques- 
unes de ces forces agissent dans le sens de OX et ont une 
resultante A appliqu^e en un point a qui occupe toujours 
la m£me position dans S, tandis que les autres, agissanten 
sens contraire, ont une resultante A' egale a A et appliquee 
en un point determine a' de S. De m^me, les Y< peuvent 
toujours lire remplacees par deux forces B, B', egales mais 
de directions opposees, appliquees en deux points 6, V 
de S, les Z< par deux forces C, C' appliquees en des points 
c, d de S. Je dis que si les bras du levier aa', bb\ cd ne 
sont pas nuls tous les trois, on peut amener S dans une 
position telle qu’il n’y ait pas equilibre. 
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Orientons S de maniere que aol soit parallele a OX : 
les forces A, A' se detruisent. Supposons qu’en meme 
temps les couples BB', CC' se fassent equilibre : il faut pour 
cela que leurs plans aient une direction commune qui sera 
necessairement celle de OYZ : bb f et cd seront parall&les 
a ce plan; or, si les axes sont obliques, il suffit de faire 
tourner S autour de aa! pour d^truire ce parall6lisme et 
rompre I’equilibre : s’ils sont rectangulaires, nous pouvons 
rendre bb r parallele a OZ ; supposons encore les moments 
de BB', CC' egaux et de signes contraires. Si je fais 
tourner S de i8o° autour de bb\ aa ' sera encore paral- 
Ible a OX, le moment de BB' restera le m£me tandis que 
celui de CC' changera de signe et il n’y aura plus 6qui- 
libre. 

Il faut done, pour l’£quilibre astatique, que aa\ bb\ cd 
soient nuls et, par suite, que les X/, les Y*, les Z/ soient 
s^parement en equilibre astatique, et cette condition est 
suffisante; nous avons vu (n° 18) quelle se traduit, outre 
les equations (i), par les neuf equations 

X x =X r =X z = o, Y x =Y r =Y z =o, Z x =Z r =Z z = o; 

il y a douze Equations pour l’equilibre astatique : il faut et 
il suffit que, dans une position donnee de S, tous les 
soient nuls. 

50. Plan central : reduction des U^. — Lorsque la 
resultante de translation R des F* est differente de z£ro, on 
peut orienter les axes coordonnes et S de maniere a an- 
nuler neuf des sommes U,, par la consideration du plan 
central . Supposons dor£navant les axes rectangulaires et 
envisageons les composantes <p ,• des F,* suivant une direc- 
tion definie par les cosinus directeurs a, [3, y : je dis que, 
si l’on fait varier la direction a, (3, y, le centre C des forces 
paralleles <p / restera sur un plan ayant une position deter- 
De S.-G. — Jiec. 5 
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min£e dans S. On a, pour la r^sultante des cp 

( 2 ) p = aX •+- p Y+ 

et pour les coordonn^es de son point duplication C, 



(3) 



pa?l = aX x -H p Yar-f- 

PJKi — aX r H- P Y r y Z r , 

p*i = aX 2 -f- pY 2 -+- yZ z . 



Si nous £liminons a, |3, y? p enlre les equations ( 2 ) et (3), 
nous aurons l’equation du lieu du point C : elle est £videm- 
ment du premier degr£ et repr^sente un plan qu’on a appel6 
plan central. Comme d’ailleurs le centre des forces paral- 
l£les cp i a ton jours la m6me position dans S, quelle que 
soit l’orientation du solide, il en sera de m£me pour le 
plan central. 

Cela pos£, et S £tant dans une position quelconque, 
prenons pour origine des coordonn^es le centre des forces 
parall£les cp/ dont la direction est celle de R et pour axe OZ 
une parall&le & cette m£me direction : nous pouvons 
orienter S de mani&re que le plan central entrain^ avec le 
solide soit perpendiculaire sur OZ et confondu avecOXY; 
les Equations (3) devront nous doriner z K = o pour toutes 
les valeurs de a, (3, y et x K = y s = o pour a = (3 = o ; il 
faut pour cela que Z*, Z r , X z , Y z , Z z soient nuls aussi bien 
que X et Y. Enfin, en partant de l'orientation particuliSre 
que nous leur avons suppos^e, faisons tourner les axes 
coordonn^s et S autour de OZ, les premiers d’un angle 8, 
le solide d’un angle 8 — to : les composantes de F ,• suivant 
les nouveaux axes OX', OY' seront 

XJ= X/ cos0 -+• Y / sin0, YJ = ~ X/ sin0 -+- Y / cos 8, 
et les coordonn^es de M/ par rapport aux memes axes de- 
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a?i= xi costo yi sinu>, y\z = — X( sin 8 •+- yt cos8. 

Nous pouvons former SXjy, et SY',#', ou Xy et Y^., et 
nous trouverons 

Xy -f- = (Y y- X x ) sin (8 H-u))-+- (X y + Y*) cos(8 w), 

Xy— Yx'= (X*-+- Y y ) sin (8 - w) (X y - Y*) cos(8 - w). 

On peut toujours determiner 8 et co de manure k an- 
nuler les seconds membres et, par suite, Xy et Y^ : alors, 
parmi les douze elements U„, trois seulement, Z, X#, Y y 
sent differents de zero. Nous dirons que S est dans la po- 
sition reduite : celles de ses droites qui coincident avec 
les axes coordonnes seront les axes centraux } les sections 
faites par les plans des yx et des zx sont les sections cen- 
trales. 

51. Thiorlme de Minding. — Lorsque la resultante 
de translation R est diflerente de zero, S ne peut etre en 
equilibre, mais il y a une infinite de manures de l’orienter 
de telle sorte que les F/ aient une resultante. Supposons 
que S soit d’abord dans la position reduite et faisons-le 
toumer de manure que les axes centraux Ox , O y, O z 
fassent avec leurs directions primitives OXYZ des angles 
dont les cosinus soient <2, a', d l pour Ox , b 9 b u pour O y, 

c, c', d l pour Os; mais rapportons toujours tout aux axes 
centraux. Dans la position reduite, trois des quantites U„ 
etaient diffierentes de zero, Z = R, X x et Y y , dont je designe 
les valeurs par X>R et [xR. On trouve facilement que,apres 
le deplacement attribue k S, on a 

X = cR, Y = c'R, Z = c'R, 

L = Z y — Y z = b* [xR, M = -a'XR, N = (a'X — *p)R. 
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La condition LX + MY + NZ = o pour que les F, admet- 
tent une r^sultante donne, en divisant par R*, 

(4) c&'ja — c’a w \ = c w (b [x — a'X), 

ou, en invoquant des relations connues entre les neuf co- 
sinus, 

(5) a'{A = &X. 

Puisque, aux six relations g6n6rales qui lient les neuf 
cosinus, nous n’avons & ajouter qu’une relation particu- 
li£re, il y a une double infinite de positions de S pour les- 
quelles les F* ont une r6sultante. Les droites d’action HH' 
de ces r^sultantes dependent de deux param£tres arbi- 
trages et l’on ne doit pas croire, a priori, que leurs traces 
sur les plans des sections centrales forment un lieu deter- 
mine : c’est pourtant ce qui a lieu et qui rend plus remar- 
quable le th£or&me que nous allons etablir. En prenant les 
deux premieres Equations du groupe (i), n° 45, nous 
aurons, comme equations de HH', 



b* \l — c”y-\-c'z=. o, a'X — c x -h cz = o. 



La trace de cette droite sur le plan Oyz a pour coor- 
donn£es 

cb'n — c'a'X a'X 

(6) * = o, y = — ^ > *=-—• 



Si Ton tient compte de liquation (4), on a 
bu. — a'X 

mais si, dans cette expression, on remplace tour a 
tour \ et pi par leur valeur tir^e de la relation (5), on 
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by = 



b*—a'* 

— 



, 6»— a'* . 

a'y = X, 



y* _ a' 2 — b* 
X 2 — p 2 “ c 2 ’ 



et, en combinant avec la valeur (6) de z y on a 



z 2 y* _ a” 2 -4- a' 2 — b 2 

X 2 X 2 — (J 2 “ ^ ” 1 : 

done les droites HH' coupent le plan Oyz aux divers points de 
la conique representee par liquation pr^cedente ; on trouve 
de m£me que le lieu de leurs traces sur O xz est la conique 



z* a ? 2 

fl* + (A»— X» ~ *’ 

tandis que la trace sur Oxy peut £tre en un point quel- 
conque de ce plan. En resume, onale th£or£me de Minding : 

On peut donner a S une infinite d’ orientations telles 
que les F,- aient une resultante; ces disperses resultantes 
rencontrent les plans des sections centrales Vun suivant 
une ellipse , Vautre suivant une hyperbole , les foyers 
de Vune etant les sommets de Vautre ; enfin par chaque 
point de Vune des coniques passent une infinite de re- 
sultantes qui rencontrent V autre conique et forment , 
comme on le sait , les generatrices d 9 un edne droit . 

52. Quand la resultante de translation des F,- est nulle, 
il n’y a plus de plan central ; mais on peut encore orienter S 
et les axes coordonn^s de mani&re & annuler neuf des 
sommes U„. D’abord X, Y, Z sont toujours nulles ; d’autre 
part, en un point quelconque O de S, que je prends pro- 
visoirement comme origine, j ’applique une force P ana- 
logue aux F/ et je consid&re le syst&me forme de P et des 
composantes des F,- suivant la direction de P; soit O 7 le 
centre de ces forces paralieies ; on peut choisir la direction 
de P de manure que 00' lui soit paralleled Les equa- 
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tions (3), n° 50, montrent qu’il suffit pour cela de satis- 
faire k deux Equations de la forme 

aX x -+- (3 -+- y Zjj 3t Xy -f- {3 Yy - 4 - y Z y ccX 2 - 4 - J3 Y* y Z- 

« = ~ P " Y ; 

or, si l’on cherche & determiner la valeur commune de ces 
fractions, on voit qu’elle depend d’une Equation du troi- 
sieme degr£ : done le probl&me est toujours possible. 

Cela pose, si aux forces F / nous adjoignons P, nous 
avons un syst£me dont la resultante de translation n’est 
plus nulle, mais egale k P : en rapportant S aux axes cen- 
traux correspondants, O' x, O ' y> O'z , les sommes de la 
forme X r , X r , Y*, Y z , L x , Z r , Z r sont nulles ; mais tous 
les termes qui y figurent proviennent exclusivement des F,, 
sauf 00' x P qui entre dans Tj z ; les six premieres sommes 
peuvent etre regardees comme se rapportant aux F / et, 
dans la position reduite que nous avons determinee, les U„ 
sont nuls a 1 ’ exception de X*, Y r , Z z . Les moments des 
couples L, M, N sont aussi nuls, et S est en equilibre : 
on aura trois autres positions d’equilibre en le faisant 
tourner de 180 ° autour de O' x, de O' y ou de O'z ; mais 
on demontre qu’il n’y en a pas d’autre si X*, Y r , L z ont 
des valeurs differentes. 

Equilibre d’un soul solide. 

53. Conditions d* equilibre d’une barre pesante et 
homog&ne dont les extremites reposent sur deux plans 
inclines parfaitement polis qui font avec V horizon des 
angles a, j3. 

Je dis que l’intersection des plans donn£s doit dtre hori- 
zontale , et la barre dans un plan perpendiculaire a cette 
intersection. La barre n’^tant sollicit^e que par son poids P 
et par les reactions normales N, N' des deux plans, ces trois 
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forces dolvent 6tre dans un meme plan V : ce plan est ver- 
tical, puisqu’il contient P; contenant des normales k cha- 
cun des plans donnas, il est normal a leur intersection, qui 
est par suite horizontale; enfin, la barre ayant ses extr£- 
mit£s dans ce plan, y est tout enli&re. Soient done (Jig* 3) 



Fig. 3. 




OA, OB les droites suivant lesquelles le plan V coupe les 
deux plans donnas, AB la barre, x son angle avec l’horizon ; 
les reactions normales N, N' s’exercent suivant AC, BC, et 
leur point de concours doit 6tre sur la verticale du milieu 
de AB. On a 

CM _ sin CAM CM sin CBM 
AM “ sin ACM’ BM “ sinBCM' 

Mais 

AM = BM, ACM = a, CAM = - — a _ ~ 

2 ’ 



done 



d’o* 



MCB = p, CBM = ^ — (3 



cos(a-b#)_ cos(j3 — x) 
sina ~ sinp 



y 



tang# = i( cot a — cot (3). 

On calculera les pressions N, N' dont la r^sultante est 
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egale et oppos^e & P : 

N _ N' _ p 
sinBGM "" sin ACM ~~ sinAGB , 

N= . . . P . 8in P ftV 

sin(a-hP) sin(a-t-p) 

On aurait pu aussi ^galer k zero la somme des projections 
des forces N, N\ P sur une horizontale et une verticale et 
celle de leurs moments par rapport k un point de la barre ; 
j’emploie cette m^thode dans l’exercice suivant. 

54. Une barre pesante et homogdne AB est articulie 
en Ad une charnidre qui lui permet de se mouvoir dans 
un plan vertical ; a V autre extrimiti B agit une force Q 
faisant avec la direction AB un angle donni a ; quel doit 
Hre le rapport entre Q et le poids P pour que la barre 
soit en iquilibre et fasse avec V horizon V angle 0? Pres - 
sion sur la charnidre . 

Soient X, Y les composantes horizontale et verticale de 
Faction exerc^e par la charni&re, 2 a la longueur de la barre. 
Projetons sur une horizontale et sur une verticale les forces 
qui sollicitent AB : 

X -+- Q cos(0 -+- a) = o, Y — Ph-Q sin(0 4 - a) = o. 

figalons a z^ro les sommes des moments par rapport au 
point A : 

2 a Q sin a — aPcos6 = o. 

Des trois equations obtenues r^sulte la solution du pro* 
bleme et la discussion en est fort simple. 

55. Condition d’tquilibre d’une planche elliptique 
homog&ne maintenue dans un plan vertical et reposant 
sur deux chevilles G, H situees d la meme hauteur . 

II y a avantage k exprimer que les trois forces qui solli- 
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citent le solide sont concourantes ; les reactions des appuis 
s’exercent suivant les normales en G et H a l’ellipsc, le 
poids est vertical et agil au centre. II faut done que la droite 
qui va du centre au point de concours des normales en G, 
H soit perpendiculaire k GH. Prenons pour axes coor- 
donn^s les axes de l’ellipse, de longueurs 2 a et 2 b, et 
soient x K , y K , x 2) y 2 les coordonn^es de G et H. Les nor- 
males en ces points ont pour Equations 



a * x y\ — b 2 y*i — («*— b^Xiy^Oj 
a*xy t — b 2 yx 2 — (a 2 — b 2 )x 2 y 2 = o. 

Formons une combinaison ne renfermant plus de termes 
constants, nous aurons liquation de la droite qui va du 
centre au point de concours des normales : 



a*x(x x — x 2 )y t y 3 — b*y(y t — y 2 )x^x 2 = o. 

La condition pour qu’elle soit perpendiculaire a GH est 



(xi — x,)(yi — yi)(a 2 y t yi-h b*x l x 2 ) = o. 

II peut y avoir trois sortes de positions d’equilibre ; si l’on 
fait x 1 — x 2 ~o, le petit axe est parall&le a GH; ce sera 
le grand axe si y K — y 2 = o ; enfin, en annulant le troisieme 
facteur, on a 

y± __ *!. 

x t x 2 a %> 

e’est dire que G et H sont aux extremites de deux dia- 
metres conjugu^s. La possibility de chacune de ces solu- 
tions depend de la longueur 2 e de GH : la premiere exige 
e < 6 , la deuxi^me e < a; pour la troisieme, il faut que ie 
soit compris entre ay/2 et fey/2, distances minimum et 
maximum des extremity s de deux diam^tres conjugues. II 
peut y avoir quatre positions d’yquilibre distinctes. 
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56. Determiner quatre forces P, Q, R, S agissant a 
chacun des sommets d'un tetra&dre perpendiculaire- 
ment ala face oppos&ede faqon qu ’elles se f assent equi- 
libre . 

Soient a, b , c, d les aires des faces du t^tra&dre ABCD; 
chacune est £gale k la somme des projections des autres 
sur elle-m£me : 

a — b cos CD c cos DB — d cos BC = o, 
b — c cos DA — d cos AG — a cos CD = o, 
c — rfcosAB — a cosBD — b cos DA = o, 
d — a cos BC — b cos CA — c cos AB = o. 

Projetons les forces P, Q, R, S sur chacune d’ elles suc- 
cessivement, et observons que Tangle de deux d’entre elles 
est suppidmentaire du di&dre formt* par les plans auxquels 
elles sont perpendiculaires ; nous aurons quatre Equations 
ne diflferant des pr^c^dentes que par le changement de a en 
P, 6 en Q, . . • ; on en conclut 

P = Q = R = S 
abed 

Chaque force doit etre proportionnelle a l’aire de la face k 
laquelle elle est normale. 

Pour que T^quilibre soit assure, il faut encore prouver 
que la somme des moments des forces par rapport a trois 
droites formant tri&dre est nulle. Considerons Tune des 
aretes du tri&dre A, AB par exemple. Les moments de P et 
de Q sont nuls; soit R = )*c : pour ^valuer son moment 
par rapport k AB, j’abaisse CH perpendiculaire sur le plan 
ABD, et dans ce plan HI perpendiculaire a AB ; le moment 
de R est Xc x HI; mais, V £tant le volume du tetraMre, 

c= ^|j; le moment devient HI = 3VXcotAB. On 
verra que le moment de S est le m6me en valeur absolue, 
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mais de signe contraire. La somme des moments des forces 
par rapport a AB, AC, AD sera egalement nulle. 

Remarques . — Puisque quatre forces dirigees suivant 
les hauteurs d’un tetraedre peuvent se faire equilibre, ces 
hauteurs sont sur un hyperbolo'ide . 

Le determinant des equations (i) egale a zero donne la 
relation qui lie les six diedres d’un tetraedre. 



fquilibre de plusieurs corps. 

57. Une enveloppe sphirique homogdne, de centre C 
et de poids P, est placie sur un plan incline qu'elle 
touche en A, et renferme d son interieur un petit corps 
M de poids Q, qui est attire vers un point O du plan 
incline avec une intensite proportionnelle a la distance ; 
position d y equilibre du syst&me. 

Je dis d’abord que C et M sont dans le plan vertical qui 
contient la ligne de plus grande pente du point O ; car sup- 
posons M lie invariablement a la surface spherique : l’equi- 
libre ne sera pas trouble. Or le systeme sera en equilibre 
sous Taction de trois forces, l’attraction de O qui s’exerce 
suivant OM, la resultante verticale de P et de Q, enfin la 
reaction normale du plan en A : ces trois forces sont done 
dans un plan qui est vertical et contient la droite OM 
ainsi que la normale AC au plan donne ; OA est done une 
ligne de plus grande pente de ce dernier plan. 

Soient maintenant OA = x, ACM = 0, N la reaction du 
point M sur la sphere; les coordonnees du point M par 
rapport & OA et a une perpendiculaire en O sont 

x — -RsinO et R(i — cosO); 

les composantes de Tattraction de O sont de la forme 
— \(x — RsinO), — XR(i — cosO); on a pour l’equilibre 
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de M, en designant par a Tangle du plan donne avec Tho- 
rizon, 

— X(a? — R sin 0 ) 4- Q sina 4- N sin 0 = o, 

— XR(i — cos 0 ) — Qcosa 4- N cosO = o. 

La sphere est sollicit^e par trois forces, N, P et la reaction 
en A, qui se coupent en C; projetons sur OA : 

P sina — N sinO = 0. 

filiminons N entre cette equation et chacune des deux pre- 
mieres : 

(P 4- Q) sina — \(x — Rsin 0 ) = o, 

P sin a cos 0 4- Q sin 0 cos a — X R(i — cos 0 ) sin 0 = o. 

La premiere relation donne x quand on connait 0 , et cet 
angle est d£termin£ par la derniere; prenant pourinconnue 

tang i 0 = u, elle devient 

P sin aw* 4- 2(2XR 4- Q cos a) w 3 4- 2Q cosaw — P sipa = o. 

Cette Equation et sa transformee en — u ont chacune une 
variation; il y a pr£cis£ment une racine positive et une 
negative, et la substitution de 1 et de — 1 montre que la 
premiere racine est entre zero et 1, la seconde entre — 1 
et — 00; il y a deux positions d’equilibre : pour Tune 
0 est <90°, pour Tautre, il est entre 180 et 270 degr^s. 
Si P estbeaucoup plus grand que Q, u se rapproche de 1 
et de — 1 , Q de 90 ou de 270 degr^s. 

58 . Une tige AB, depoids P, est mobile autour de son 
extrimite A, et soutenue d V autre par un fil de masse 
negligeable et de longueur l\ ce fil passe sur deux tres 
petites poulies G et D, la premiere situee verticalement 
au-dessus du point A, et se termine en H ou il soutient 
Vextremiti d 9 une chatne pesante, de longueur \parfai - 
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tement flexible , et dont V autre extremiti est attachee en 
un point fixe E sur laverticale de la poulie D. On donne 
la distance AG = hdu point A au centre de gravity de 
la barre AB, le poids q de Vuniti de longueur de la 
chalne EH, et Von demande la position d'iquilibre du 
syst&me. (Agrdgation, 1871.) 

Soit I l’extrdmitd infdrieure de la chaine ; la longueur HI 
que le fil doit supporter s’obtient en dvaluant de deux ma- 
nures la longueur DI : 

DI = DH4-HI=DE-t-X— HI, HI = i (DE — DH), 

et la tension du fil sera T = i^(DE-i-^ — DH). Le fil 

devant tenir la barre AB en equilibre, le moment de sa 
tension par rapport a A est egal au moment du poids de AB ; 

T X AC sinACB = Vh sin CAB. 

Mais, dans le triangle ABC, 

sin CAB CB P//CB 

— — : done T = 

sinACB AB’ AB X AC 

D’ailleurs BC = / — DC — DH; done on a, en reprenant la 
premiere valeur de T, 

;«< DE + 1 -» H >=ir7Lc('-DC-DH), 

d’ou 

2 .J>h{l — CD) — # AB. AC(DE 4->) 

2 PA — #AB. AC 

La valeur de DH donnera la forme du systeme. Pour que 
le probleme soit possible, il faut que DH soit positif et in- 
ferieur a DE 4- X, et aussi a l — CD — (AC — AB), en pre- 
nant pour cette paren these sa valeur absolue. Un cas re- 



Digitized by L^ooQle 




RECUEIL D EXERCICES 



7 8 

marquable est celui ou l’on a 

2PA = ?AB.AC, l— GD = DE-+-X; 

DH est de la forme c’est-a-dire que le systEme sera en 

Equilibre pour toutes les inclinaisons de la droite AB. On 
trouve la le principe d’un systEme de ponts-levis, dits d, 
contre-poids variable, d& au gEnEral Poncelet. 

59. Trois spheres egales, depoids P, de rayon a , sont 
attachies cl un point fixe O par des fils de longueur 
l — a; sur ces trois spheres, on en pose une autre de 
poids Q et de rayon b ; determiner les conditions d’e - 
quilibre du systime en supposant les centres des trois 
premieres spheres dans un plan horizontal . 

Soient A, A', A" les centres des spheres de rayon a , B le 
centre de la quatrieme; il peut arriver que les spheres A, 
A', A" se touchent, et que chacune solt en Equilibre sous 
Taction de son poids, du filqui la soutient, de la pressionN 
exercEe par les deux spheres de m£me espece et la pres- 
sion N< de la sphere B; ou bien les spheres A, A', A" ne 
se touchent pas et les forces N n’existent plus. 

Soient, dans le premier cas, a et (3 les angles de OA et 
de BA avec la verticale; les points A, A', A" forment un 

triangle Equilateral dont le rayon est ona 



2 a 

sma = 

l\f 3 




Les pressions exercees par A' et A" sur A se composent en 
une force N y/3, horizontal, passant au centre A et situEe 
dans le plan AOB ; pour l’Equilibre de A, il faut que la 
somme des forces qui le sollicitent, estimEes suivant une 
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perpendiculaire a OA dans le plan AOB, soit nulle : 

P sin a — Nj sin(p — a) — N /3 cos a = o. 

La condition d’iquilibre de B s’obtient en projetant les 
forces quile sollicitentsur une verticale : Q — 3N< cos(3=o. 
Substituons N 4 dans la relation pricedente : 

_ . Q sin(Q — a) n: 

Psina- ^ — — 5 — - — N /3 cos a = o. 

3 cosp v 



Pour que l’iquilibre soit possible dans les conditions sup- 
posies, il faut que N soit positif, ce qui donne 



3P sina cos(3 — Q(sin j3 cosa — cos[3 sina) > o, 

(3P ' t ' Q) 77!\/ I_ 3(J-t-6)* >Q (a + 6)v /3V/ ,_ I7i 



ou 

(I) 



( [/* — (« -H ^)*]Q* — 2[3(a-t-6) 1 — 4« l ]PQ 
| - 3[3(a -+- 6)*— 4a*]P*<o. 



a-h b doit ilre < l pour que a soit < [3, mais il doit 

etre >> sinon la sphire B passerait entre les spheres 
v 3 

A, A', A", et ne pourrait itre soutenue. La seule condi- 
tion pour que l’inigaliti (i) soit satisfaite est que Q 
soit infirieur k la valeur positive qui annule le premier 
membre. 

Nous avons, bien entendu, supposi les trois fils recti- 
lignes, sans tenir compte des difficultis qu’entrainerait le 
fait de leur rencontre avec la sph&re B. 

Supposons que les spheres A ne se touchentpas, etsoit 
zx la distance de leurs surfaces, en sorte que les cdtis du 
triangle AA'A' 7 soient les formules trouvies 

pour le premier cas se modifient d’une fagon tres simple ; 
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Q.ia-^-x) 
sin a = ■ ■ ■ > 



. 0 i(a-*-x) 

sin 3 = — 

(a 4- ft)/ 3 



Z /3 

3 — 

COS (3 

(3P , Q ^ (a + ar) t/i 4( a ' t ~* ) * 

^ iJi V 3 (a + 6) 1 



. Q sin (8 — a) _ T .. Q 

Psina-^ N = o, N, - , 



_ O 2 ^ a ~ l ~ a? ) I /, _ -t-37) 1 

V (a + 6)v/3V 3^ 



On en tire 



, X, 3. ... J*-(«n-6)* Q» 

(a + ^=-(a + 6) ^ 3~P»+aPQ - 



On reconnait que, P 6tant constant, a -f- oc diminue quand 
Q augmente; pour Q = o, on a 



a 4- x — (a 4- ft), d’oii p = ^; 

B est dans le plan A A' A", Q pourra augmenter jusqu’a ce 
qu’on trouve x = o, et alors il a prdcisement la plus grande 
valeur qui satisfait a l’lnegalite (1)5 quand Q est inferieur 
a cette limite, il y a deux figures d’^quilibre; au delft, il 
n’y en a plus. 

60 . Un segment de paraboloide de revolution done 
Vaxe est vertical et le sommetO en bas repose sur deux 
plans egalement inclines , qui le tiennent en equilibre ; 
si on le suppose partagi en deux moities par le plan 
vertical qui contient V intersection des deux plans fixes, 
quelle hauteur maximum peut-on donner au segment 
sans que les deux parties se sSparent? (Walton). 

Soient A le point oft l’axe du paraboloide coupe, ft 
angle droit, la base du segment; OA = h \ G, C' les points 
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de contact avec les deux plans ; i l’inclinaison de chacun 
de ces plans : je prends OA pour axe des z, le plan de se- 
paration des demi-segmenls pour plan des^, et une per- 
pendiculaire en O pour axe des x. Le centre de gravity du 
volume OACestsitue dans le plan ZOX, et l’on obtient son 
abscisse en d^composant le volume en tranches paralleles 
a ZOY ; on trouve aisement 






Les coordonnees du point de contact C sont p tang*, zero^ 
i/?tang 2 /; la reaction normale du plan rencontre la verti- 
cale du centre de gravity en un point H dont le z est 



z' = i tang 2 * — (a?! — p tang i) cot* 

= ^7? (a ■+■ tang 2 *) — /a/?/* cot*. 

Les deux segments exercent l’un contre l’autre une 
pression qui est necessairement horizontale, et dont le 
point d’application est enlre O et A; la pression exercee 
sur l’un des solides doit faire equilibre a son poids et a la 
reaction du plan sur lequel il s’appuie $ ces deux dernieres 
forces ont une resultante qui passe en H, et qui, pour une 
valeur convenable de la reaction du plan, est horizontale; 
mais, pour qu’elle puisse detruire Taction du second 
solide, il faut que z f soit > o : 

, /aA ^ i5tt , 

V T < "32 _ ^ tangl4 ' tan s 8 0- 

On a ainsi la hauteur maximum compatible avec l’^qui- 
libre : on aurait la hauteur minimum en exprimant que z l 
est < h. 

De S.-G. — Rec. 6 
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61. Determiner la forme d’equilibre d'un poly gone 
plan ABCDEF dont chaque c6te est solliciti par une 
force qui Ipi est perpendiculaire, appliquee en son milieu 
et proportionnelle d sa longueur . 

Cette question, rEsolue par Fuss ( Mimoii'es de VAca - 
demie de Saint-Petersbourg, 1817), peut Etre traitEe 
simplement en partant de ce thEorEme que, si trois forces 
se font equilibre, elles sont concourantes et dans le mEme 
plan. Le c6tE AB est en Equilibre sous Paction de la force 
XAB qui lui est normale, et des deux reactions R, R' exer- 
cEes par les cEtEs voisins AF, BG; ces deux forces doivent 
concourir en un point I sur la perpendiculaire au milieu 

M de AB; AIB est isoscEle, et R=R' = — -* Or 

1 7 2 sin IB A 

Elevons en B une perpendiculaire a IB qui rencontre IM en 

O ; on voit que R = XBO, BO = Pour une raison ana- 
logue, la perpendiculaire au milieu de BC coupe BO en O', 
tel que XBO' = R; done BO = BO', et les droites menses 
par les sommets perpendiculairement aux reactions mu- 
tuelles des cEtEs qui y aboutissent concourent en un point 
O Equidistant des sommets. Le polygone ABCD... est 
inscrit dans un cercle, et les reactions des cotes les uns 
sur les autres sont egales et tangentes au cercle. 

Imaginons un vase dont les faces latErales soient des 
rectangles articules suivantleurs droites d ’intersection sup- 
poses verticales, et dont le fond soil forme d’une mem- 
brane extensible; si l’on verse un Uquide dans le vase, 
chaque face laterale eprouvera une pression normale pro- 
portionnelle k son aire, et la section droite sera un poly- 
gone inscriptible dans un cercle. 

62. On donne dans un plan vertical un assemblage 
ABODE formide quatre barrese gales, pesantesel homo - 
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genes , articulees entre elles en BCD ; les extre mites A 
et E sont attachees par des char nitres a deux points 
fixes d’une horizontale; on demande la forme d’equi- 
libre . (Couplet, Des charpentes.) 

Comme le poids P de chaque barre peat &tre remplac6 
par deux poids ^ P appliques a ses exlr6mit£s, le polygone 
ABCDE est dans les m6mes conditions que si des forces 
verticales P ^taient appliqu^es a ses sommets mobiles et 
je puis suivre la m^thode de Varignon pour P^quilibre 
du polygone funiculaire : je mene par un point O {Jig- 4) 



Fig. 4. 




e 



une droite Ob parallele au c6t£ AB du comble et propor- 
tionnelle a la pression qui s’exerce sur chaque section 
droite de cette barre; puis, par le point fe, une verticale be 
proportionnelle a P: Oc repr^sentera en grandeur et en 
direction la pression du c6t£ BC ; de m£me, si cd=de= P, 
Orf, Oe seront paralleles a CD et DE. Cela pos6, je dis 
que Oc et Orffont des angles £gaux avec l’horizontale OH ; 
car, si l’on avait cOH > HOrf, onaurait aussi 60H> HOe; 
la projection de ABC sur une verticale serait plus grande 
que celle de CDE, et A et B ne seraient pas sur une m£me 
horizontale. 

Alors bH = 3cH; si done a et [3 sont les angles de AB 



Digitized by C^ooQle 




84 HEC13EIL d'eXERCICES 

et de BC avec l’horizon, on aura 



tanga = 3 tangp. 



II suffit d’ecrire que AE est egale a la projection du poly- 
gone sur T horizon pour avoir une seconde equation entre 
a et (3 

l = /?(cosa -f- cosf). 



Posons tang (3 = or, et eliminons a : 

i ^ i i 

\j i -4- 9 x 1 + P 



Quand x croit de zero a oo , le premier membre decroit de 
2 a zero \ il y a done une et une seule solution quand re- 
cart AE est moindre que deux fois la longueur d’une barre. 



63. Position d’ equilibre de deux poids egaux assu- 
jettis a r ester sur une parabole dont V axe est vertical , et 
se repoussant avec une intensite inversement proportion - 
nelle a leur distance. 

Soient A, B les deux points, a:, x\y f leurs coordon- 
nees, x*= 2 pj l’equation de la parabole. En ^crivant pour 
les deux points la condition X dx-h Y dj = o, on trouve 
deux equations de la forme 



, />(*- s') H-x(,r-/) 

' (x — y'V 8 ~ ’ 






p^-£). 4- x^tr-y) 

p (x-x')'+(x-y'Y 8 



Rempla^ons y et y f par — 5 — j et ddbarrassons les frac- 
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tions da facteur x — x f qui ne peut etre nul ; il vient 



<0 



% ip*~h X(X - 4 - x') 

(x — x')[4p* 4- (x -h X* f J 

a ,„. *'(* + *') 

( x — x')[\ P 2 -+- (x -+- a?') 2 ] 



— gx = o, 



4 - £•#' = <>, 



Retranchons la premiere de la seconde, et simplifions en- 
core la fraction : il vient 



(a) 



ip\i*(x x r ) 
4p i -h(x 4 - x') 



- — g’x + x’) = 



o. 



On a d’abord la solution x ! = — a:, et, en substituant 
dans Tune des Equations (i), on trouve 



x = 




Pour obtenir une autre solution, on divise T equation (2) 
par x x r , et Ton en tire 



* + *■ = ! 

cela posd, ajoutons les equations (1) apres avoir multiplie 
la premiere par x r , la seconde par x\ on en deduit 

xx’ = — ip * ; 

on connait la somme et le produit de x et de x r . Cette se- 
conde solution est r£elle toutes les fois que |x 2 — 2gp>o. 



£quilibre en tenant compte dn frottement. 

64. Une tige pesante OA, parfaitement mobile autour 
de V extrimite O, s’appuie en Kcontre un plan vertical 
depoli; determiner la position de la barre quand elle 
est sur le point de glisser . 

Soient a la longueur- de OA, 8 son angle avec la perpen- 
diculaire OP abaiss^e sur le plan fixe, ^ Tangle du plan 
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AOPavec l’horizon, N la pression normale, /N la force de 
frottement dirig^e suivant la tangente en A au cercle que 
A peut d£crire sur le plan fixe. Prenons pour axe des z la 
verticale de O, pour axes des x OP, pour axe des y une 
perpendiculaire aux deux premieres ; les coordonn£es de A 
sont a cos 6, a sin 0 cos <|/, a sin 8 sin ^ ; les composantes de la 
force de frottement X = o, Y = — /N sin^, Z = /N cos^. 
Nous n’avons qu’& 6galer a z£ro la somme des moments par 
rapport a OZ : 



— af N sin ^ cos 0 -+- aN sinO cos^ = o, 



tang^ = j tang0; 



il y a toujours une solution independante de la longueur 
de la barre. 



65. Une tige homo gene AB peut tourner dans un 
plan vertical autour de son milieu C, et porte a une de 
ses extremites B un poids Q; une autre tige OE, mo- 
bile autour d y une de ses extremitis O, appuie sur 
V extremiti A de la premiere tige; le point O est situe 
verticalement au-dessus de G a une distance 



CO = CA = a ; 

determiner la position du systeme quand le point A est 
pres de glisser sur OE, en remontant vers O ou dans le 
sens oppose. 

Le poids P de OE peut £tre considdr^ comme appliqu£ 
en son centre de gravity a une distance h de O. Soient a 
Tangle COE = CAO, f le coefficient de frottement 
quand le point A sera pr£s de glisser vers E, la barre AB 
eprouvera en A une action N normale a OE, faisant avec 

AB Tangle ~ — a, et une action /N faisant Tangle a en 

dessus; prenons par rapport a C, les moments des forces 
qui sollicitent AB : 

Q sin 2 a — N cos a -+- /N sin a = o. 
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Prenons par rapport k O les moments des forces qui agis- 
sent sur OE : 

aNa cos a — PA sin a = o. 

filimmant N : 

sina[ 4 «Q cos* a — P A(cosa — /sin a)] = o. 

On a la solution ^vidente a = o et une autre qui depend 
d’une Equation du quatri^me degre. Quand le glissement 
doit se faire vers AO, on change f e n — f. 

66. Une tige pesante et homoghne AB s ’ appuie par son 
extremite A sur une horizontale XX' et touche en un 
point variable M une courbe situie dans le plan vertical 
qui contient V horizontale donnee; les coefficients de 
frottement sur cette droite et sur la courbe sont igaux . 
Determiner la courbe de manibre que, dans toutes ses 
positions, AB so it sur le point de glisser. 

Prenons pour origine un point O de l’horizontale XX', 
que nous choisirons plus tard, et d^signons par ia la lon- 
gueur de AB, par P son poids, a son inclinaison sur OX, 
N et N' les reactions normales en A et M, cp l’angle de 
frottement. Projetons les forces sur une horizontale, une 
verticale, et prenons les moments par rapport k A : 

/N = N'(sina — /cosa), P = N 4- N'(cosa 4- / sina), 

a P cosa = 

sin a 

/ &ant l’ordonn^e de M. On tire de ces Equations 

P sincp cos© ^ _ P coscp sin(a — cp) 
sin a 9 ~~ sina ? 

ia, . _ 

y = — sm*a cosa. 

sm 2 cp 

Cette derni&re Equation determine la courbe cherch^e; 
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mais, pour la construire, il est commode d’exprimer x ety 
en fonction de a, et de faire varier ce parametre au lieu de 
reliminer. En posant 2 a = /i sin 2 <j>, on trouve 

y = n sin 5 a cos a, dy = n( 3 cos 5 a — 1) sin a 
dx — dy cot a = n( 3 cos 5 a — 1) cos a dz, x — (2 — sin 5 a)ra sin a, 

x s’annulant avec a. La courbe est sym^trique par rapport 
aux deux axes, parce que, si Ton change a en — a, y ne 
change pas, et x se change en — x\ si 1 ’on remplace a par 
7 t — a, c’est x qui ne change pas. II suffit done de faire 

varier a de zero a quanda varie de zero a a, = arc cos 

x et y augmentent tous deux en partant de zero, pour at- 

teindre, le premier la valeur | n l’autre ~ n \A- e ° 

ce point, il y a rebroussement, et quand a varie depuis la 
valeur a< (54° 440 jusqu’a 90 degres, x et y diminuent, le 
premier jusqu’& n , le second jusqu’& z 6 ro. 

Les Equations d’^quilibre ont £t£ Rentes en supposant a 
compris entre zdro et 90 ° : la partie correspondante de la 
courbe r£pond seule & la question, et encore a doit-il sur- 
passer cp et pour que N soit positive et que AB repose 
reellement sur la courbe . 

Quand f varie, on obtient des courbes homothetiques : 
liquation de Tune d’elles serai t, en coordonnees polaires, 

r* — (36 cos 5 8 — 27 cos* 0 — 8 ) n* r 5 -+- 16 71* sin 5 0 = o. 

67. Quels doivent 6tre les coefficients de frottement 
du fer sur le fer et sur le sol pour que quatre boulets 
sphiriques egaux, disposes en pile triangulaire , soient 
sur le point de glisser? 

Soient P le poids commun des quatre spheres, O le 
centre d’une des trois spheres inf^rieures, O' celui de la 
sphere superieurc; la droite 00 ' fait avec l’horizon un 
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angle a dont le cosinus est soient encore N et T les 

V3 

composantes, normale et tangentielle, de la reaction que 
le sol exerce sur la sphere O ; N', T' les composantes de la 
reaction exercee par la sphere O', ZO' la verticale du point 
O'. Par raison de sym6trie, c’est dans le plan 00' Z que 
tendent k se d^placer les points de contact de la sphere O 
avec le sol et aveO O'; c’est done dans ce plan qu’agiront 
les forces T, T', toutes deux etant ^videmment dirigees du 
c6tedeO'Z. Les forces qui sollicitent la sphere O £tant 
contenues dans le plan 00' Z, trois Equations sont neces- 
saires et suffisantes pour qu’elles se fassent dquilibre : 

T -+- T' sin N' cos a, N = P -h N' sin a -+- T' cos a, T = T\ 

Pour que O' soit en dquilibre, il suffit d’exprimer que la 
somme des projections vecticales des forces qui agissent 
sur cette sphere estnulle, les autres conditions £tant d’elles- 
m£mes satisfaites : 

3 N' sin a -+- 3 T' cos a — P =s o*. 

Des Equations pr^cedentes on tire 

n=|p, N'=Ip, 

3 3 3 i + sina 3 

Pour que T et T ; puissent prendre ces valeurs, il faut 
quele coefficient de frottement du fer sur le fer ou du fer 

T' T 

sur le sol soient au moins £gau x a et a ^ > e’est-a-dire a 

v/3— y/2 et a — — • On a neglige la resistance au rou- 

lement. 

68. Formule de M . Kurt is. — Pour qu’un solide soit 
en 6quilibre sous Paction d’une force donn^e et de deux 
reactions de grandeur inconnue, il faut et il suffit que les 
trois forces soient dans un m£me plan et concourantes, les 
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grandeurs des reactions pouvant toujours . £tre prises de 
telle sorte que leur r^sultante soit £gale et opposee a la 
force connue. Soient A le point de concours des trois forces, 
B, G les points oil sont appliqu^es les reactions, D le point 
ou la ligne d’action de la force donn^e va rencontrer BC; 
M. Kurtis a signals, dans le Cambridge Messenger of 
Mathematics , une relation qui suffit souvent pour trouver 
la position d’<$quilibre du solide. On a 

BD sinB __ CD sin C # 
sin BAD ~~ sin CAD , 

si Ton remplace sinB et sinG par sin(ADB BAD) et par 
sin(ADB — DAC), on d^duit de la 

/x . _ . _ DC cot CAD — DBcotBAD 

(1) cotADB = ^ 



Si Ton remplace au conlraire sin BAD et sin GAD par 
sin(B + ADB) et par sin(ADB — C), on trouve 



cotADB = 



DB cotC — CD cotB 
BC 



Je citerai seulement l’application de la formule (1) au 
calcul de Tangle a que doit faire avec Thorizon, sur le 
point de glisser, une 6 chelle BC appuy^e en B contre un 
mur vertical et reposant, en G, sur un sol horizontal ; les 
angles de frottement sont cp et <p', et Ton suppose Techelle 
perpendiculaire a la trace horizontale du mur sur lequel elle 
s’appuie. Le point D doit coincider avec le centre de gra- 
vite de Techelle, et liquation (1) devient 



tangoi = 



DC cotcp' — DB tangcp 
BC 
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EXERGIGES. 



1. Position d’dquilibre d’une barre pesante et homogdne s’ap- 
puyant, d’un bout, sur la surface interne d’un hemisphere fixe, 
de l’autre contre un plan vertical. Si a, 6 sont les inclinaisons de 
la barre et du rayon allant au point d’appui, 

tang0 = 2 tanga, 2 acoscc = d^r RcosO. 

2. Une planche trds mince, homogene, rectangulaire, peut tour- 
ner autour d’un de ses cotes AB qui fait Tangle a avec la verticale : 
calculer la force Q qui doit agir normalement sur la planche a la 
distance l de AB pour que son plan fasse Tangle p avec le plan 
vertical mend par AB. 

ZQ = a P sin a sin p, P poids de la planche, 2 a sa largeur. 

3. Composer les forces representees paries c6tes d’un polygone 
fermd. 

Elies forment un couple dont la projection sur un plan quel- 
conque est dgale au double de l’aire de la projection du polygone 
sur ce plan. 

4. Montrer que quatre forces qui se font dquilibre sont diri- 
gees suivant quatre generatrices d’une surface du second ordre; 
reciproquement, suivant quatre generatrices d’un meme systeme 
d’un hyperboloi’de ou d’un paraboloide, on peut faire agir quatre 
forces qui se feront equilibre. 

Voir une Note de.M. Darboux au Cours de Despeyrous. 

5. Condition pour que trois forces P, Q, R agissant suivant des 
aretes d’un paralieiepipede non situdes deux a deux dans le mdme 
plan aient une rdsultante : ligne d’action de cette rdsultante. 
(Gilbert.) 

Je represente les aretes considers par les equations 




s’il existe une rdsultante appliquee en (a?, y, z ), on aura 
fy-Q* = 6 Rh- cQ, P z — Ra? = cP-*-aR, Qa? — Py = aQ - 4 - 6P 
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equations compatibles si 

be P - 4 - ca Q -+- ab R = o. 

6. Une barre pesante et homogene, de longueur 2 a, est sup- 
portee par une cheville horizontale G tandis qu'une de ses extre- 
mites s’appuie contre un mur vertical : calculer l’inclinaison a de 
la barre quand elle est en 6quilibre, ainsi que les reactions N, N' 
du mur et de G. 

c etant la distance de G au mur, on trouve 

c P 

cos 3 a = - ? N = P tang a, N'= 

a cos a 

7 . En divers points d’un solide qui ne peut que tourner autour 
d’un axe fixe OZ, sont appliquees des forces de grandeur et de 
direction invariables : montrer qu’il y a deux positions d’equi- 
libre (Caen, 1879). 

Soient x , y, z les coordonnees initiales du point auquel est 
appliqueela force X, Y, Z, cp Tangle dont le solide a tourne & par- 
tir de sa premiere position : Tequation d’equilibre peut s’ecrire 



cosep S(a?Y — yX) — sincp S(a?X -+-y Y) = o; 

on reconnait les deux positions d’^quilibre, et on voit tout de 
suite que Tune est stable, Tautre instable. 



8. Position d’equilibre de deux spheres pesantes, respective- 
ment tangentes a deux plans inclines et tangentes Tune a Tautre. 
(Walton.) 

Les centres O, O' sont dans un plan vertical perpendiculaire a 
l’intersection des deux plans : on egale a z6ro la somme des pro- 
jections des forces qui sollicitent chaque sphere sur la ligne de 
pente du plan qui la supporte : 0 etant Tangle de 00 ' avec l’ho- 
rizon, 



tangO = 



P'cota — Pcota' 
P-+-P' 



9 . Une tige homogene de longueur 2 a, de poids P, s’appuie 
contre la surface interne et sur le bord d’un cylindre creux qui 
repose sur un plan horizontal : quel est le poids minimum M du 
cylindre qui permette Tequilibre du systeme? 

On trouve 

aR < a, et M = p — 1^ • 
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10. Une sphere, posee sur un plan horizontal, est attachee par 
un fil a un point O de ce plan ; en 0 s’articule une tige pesante 
qui appuie sur la sphere en un point situe dans le plan vertical 
qui passe par le centre et par le point 0 : calculer la tension T 
du fil. 

On connait les distances a, c du point 0 au centre de gravite 
de la barre et au centre de la sphere ; P etant le poids de la barre, 

T — — R ( c 2 — aR*) 

~ c» /c* — R* 

11. Une tige horizontale BCD porte un poids P & son extr6- 
mit6 D et s’articule a l’autre extremity en un point B d’une ver- 
ticale OZ : la tige est soutenue en G par une barre oblique AC, 
dont l’extremite A est fixee en un point de OZ : determiner les 
reactions mutuelles des diverses barres en negligeant les poids de 
ces barres elles-mdmes. 

II suffit d’^crire les equations d’equilibre de BD et de AG. 

12. Une tige pesante et homogene AB s’appuie en A sur une 
horizontale depolie OX et en B sur une courbe parfaitement polie 
situee dans le plan vertical qui passe par OX : determiner la courbe 
demanidre que AB, dans toutes les positions qu’elle peut prendre, 
sok sur le point de glisser. 

actant la longueur de la droite, cp Tangle de frottement, la droite 
doit s’appuyer sur la partie concave de Tellipse 

— y cotep) 2 = 4 a*; 

fare utile de cette courbe est situe au-dessus de OX et limite au 
point ou la tangents fait avec OX Tangle n — cp. 

13. Une barre homog£ne de longueur a, de poids P, s’appuie 
par une de ses extremites A contre un mur vertical depoli ; l’autre 
extremite B est reliee, a l’aide d’un fil de longueur /, a un point 
fixe 0 situ6 verticalement au-dessus du point A : calculer Tangle 0 
que fait AB avec la verticale quand elle est sur le point de glisser. 

L’angle to du fil OB avec la verticale est donne par l’equation 

( 4 a l — 4 ^* — / 2 J 2 ) tang* w ± 2//* tangco -4-4 a * — /* = o; 

on prend le signe - 4 - ou le signe — selon que A est sur le point 
de glisser en remontant ou en descendant; on a ensuite 

/sinto = asinB. 
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14. Une barre pesante et homogene AB, de longueur 2 a, est 
plac£e horizontalement a l’interieur d’une sphere d^polie : cher- 
cher le minimum h de difference de niveau qui doit exister entre 
le centre de la sphere et la barre pour que celle-ci ne glisse pas. 

AB tend a glisser en restant horizontale et les forces de frotte- 
ment sont tangentes aux circonferences que d6criraient ses extre- 
mites : si on projette sur une horizontale perpendiculaire k AB 
les forces qui agissent sur cette barre, on trouve 

h= R» — a> 

~ sj R* - a 5 + R 2 /* 

15. Un chariot supporte par quatre roues £gales est place sur 
un plan incline P ; les essieux sont horizontaux et le centre de 
gravite est au centre du rectangle qui a pour cdtes les deux es- 
sieux : calculer Tangle i que P doit faire avec Thorizon pour que 
le chariot soit pres de glisser, les deux roues de devant etant 
enray6es. (P. Jullien.) 

2 a etant la distance des essieux, R rayon des roues, 



tang i = 



of 

la — rf 



16. Un solide etant sollicite par plusieurs forces de grandeurs 
et de directions constantes, montrer qu’il suffit, en general, d^d- 
joindre trois forces de m6me nature pour £tablir l’^quilibre asta- 
tique. Quand le solide se reduit k une figure plane et que les forces 
sont dans le plan de la figure, il suffit d’une force pour assurer 
l’^quilibre astatique. 



17. Montrer qu’un solide est en equilibre quand chaque ele- 
ment da de sa surface est presse normalement par une force X 
Les composantes des pressions suivant trois axes rectangulaires 
se font equilibre deux a deux. M. Bertrand a conclu de ce theo- 
reme que Tequilibre a encore lieu si la pression normale est 



X 




d<j. 
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tiQUILIBRE D’UN FIL FLEXIBLE. 



69. Considerons un fil parfaitement flexible et inexten- 
sible; chaque element ds est sollicit6 par une force exte- 
rieure F ds dont les composantes, suivant trois axes rec- 
tangulaires, sont X ds , Y ds, Zds\ T d^signant la tension 
en un point du fil, on a les Equations d’^quilibre 

(,)<i.T~ + X</i = «, rf.T^+Y* = o, rf.T^ + Z*=o. 
ds ds ds 

On pourrait en deduire y, z, T en fonction de x, ce qui 

determinerait les conditions de l’^quilibre. 

Si l’on ajoute les Equations (i) apr&s les avoir multiplies 

. 4 dx dv dz 1 dx n 

respeclivement par ^7 ou par d • • • > ou enfin 

par dyd 2 z — dzd 2 y, . .., on arrive a trois relations, 
qu’on peut aussi obtenir en projetant les forces qui solli- 
citent l’element ds sur la tangente, la noifnale, la binor- 
male : 

i° — dT = X dx + Y dy -f- Z dz ; le second membre 
represente la composanle tangentielle de Frfs; quand il 
est integrable, on peut calculer T en fonction d’une con- 
stante et des coord onn£es d’un point quelconque du fil. 

•j Ids 

2 0 p £tant le rayon de courbure, — — est 6 ga\ k la com- 

posante normale de la force qui sollicite l’eldment ds \ 
cette relation peut servir a Irouver le rayon de courbure 
de la courbe funiculaire. 
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3 ° La r^sultante de X ds , Y ds , Z ds est dans le plan 
osculateur a la courbe. 



70 . Forme d'iquilibre d'un fil flexible, homogene, 
non pesant, dont les extrimites sont fixees, et dont 
chaque ilement ds est repousse d } une droite fixe AB 
par une force perpendiculaire & cette droite et propor - 
tionnelle cl la distance de ds & AB. Uhilice peut satis - 
faire aux conditions de la courbe funiculdire . Cas oil 
les extremites du fil sont dans un plan qui contient AB. 
Cas ou elles sont en A, B, et oil la longueur du fil sur - 
passe peu la distance AB. (La partie principale de ce 
probl&me a iti propos^e pour l’agr^gation en 1842.) 

Prenons un syst&me d’axes rectangulaires dont A soit 
l’origine, AB etant l’axe des x\ les Equations d’£quilibre 
ont la forme 



(I)rf.T^?=o, rf.T-f +u>v* = o, -hu*zds = o. 

yj ds ds ds 

La premiere donne, T ~ = C. II est ais6 de reconnaitre 

que le syst&me est satisfait si le fil a la forme d’une helice 
trac^e sur un cylindre dont l’axe est AB et le rayon R. Soit 
a l’angle des tangentes avec AB; on aurait 

dx dy z sin a dz y sin a 

_ — eosa, 2J-- R ’ ~ds ~~~ R 



Substituons dans les Equations (I), on aura 




cos a* 



K 2 cos a 



u*y= o, 



^.sin 2 a 
H* cos a 



+ ts>*z = o. 



Ce syst&me est verifie en faisant C= ** ’ ce *I U * 

donne la tension en chaque point de l’helice. 
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Revenons au cas g^n^ral : T est essentiellement positive, 
sauf en quelques points oil elle peut s’annuler; si done C 
etait nul, dx le serait aussi et le fil serait dans un plan 
perpend iculaire sur AB. Jelaisse ce cas de c6t£ et, en choi- 
sissant convenablement le sens ou x croit, je puis £crire 

On a 

et si Ton pose 
on en tire 



T -r- == - C 2 U> 2 . 
as 2 



d T = — w 2 ( y dy -b z dz ), 
^r=rcos6, ^ = rsinO, 



T = -w 2 (a 2 — r 2 ). 
2 x 



Ajoutons enfin la deuxi£me Equation (I) multipliee par 
— z et la troisi&me par y : il vient 



yd.T%-*d.T 






' ^ = Tr s ^ =- b 3 <3)*. 



'(y*l 

V ds ds J 



ds 



L’^limination de T donne les Equations de la courbe funw 
culaire : 

ds 

c 2 -T- = a 2 — r 2 , b i dx=r*c*dQ. 
dx 



On voit que x et 8 vont sans cesse en croissant d’un bout 
a l’autre du fil. Si les deux extr6mit&s sont dans un plan 
passant par AB, 6 sera constant ou croitra de Plagons- 
nous dans le premier cas, seul admissible si un bout du fil 
est au point A, ce qui exige b = o ; le fil est dans un plan 
passant par la droite AB; en le prenant pour plan des xy, 
nous ferons r =y, et nous aurons 



(II) c 2 ^=a 2 — y* y dx = : 



c 2 dy 



V/\a*— y t ) t — c* 



Si la seconde extr£mit6 du fil est sur AB, il y a un point 



De S.-G. — Rcc, 



7 
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oii ^ = i . Dans ce cas, a 2 > c 2 ; y va d’abord en crois- 
sant de o k ya 2 — c 2 ; le radical est alors > o, puis il change 
de signe ;^d£croit jusqu’a — sja 2 — c 2 , etcroilensuile, etc. 
On peut mettle dx sous une forme plus simple, en posant 



y — \j a 7 — c 7 sin?, dx = 



c 7 dy 



f 

i/a 2 -h c 7 i / 1 - sin*® 

T V a •+■ c 

L’expression de ds se forme a Taide de (II) 

ds =<ix a — -j?: = (*±*zzi:- i ) d * 

c 7 \ c 7 ) 

r J O? ~~~ C 7 

= do y a 7 -+- c 7 \ / 1 : sin 1 ® — dx. 

V 1 



On a ainsi des integrates elliptiques de premiere ct de 
deuxieme esp&ce. Comme, au point 8,^=0, <p doit varier 
de o a 72 7T, ct la courbe presente n branches egales, tour a 
tour au-dessus et au-dessous de AB. En general n peut 
etre choisi a volonte. Pour determiner a et c, on exprime 
que, pour <p = n n, s= 2/ et ,r = 2 4 , ce qui donne aise- 
inent 



IT 




mais ce sonx deux equations transcendantes. La courbe est t 



Digitized by L^ooQle 




SUR LA M&CANIQUE RATIONNELLE. 99 

quarrable. Soit n= i : 

dx C n — c 2 sinor/v 

y — dy = c 1 / Y T 

o J q yjic'-t- (a 7 -— c 2 )cos 2 y 

, _ a* -h \! a* — c* 

— C 1 Li • 

c* 

L’aire engendr^e pour la revolution autour de AB est aussi 
quarrable. 

Pour le cas ou / surpasse peu A, je pose a* — c*= £*, et j’ai 



</jr : 



± c'dy 



/(«■— r*)( 2c2_| " f3 “ j 2 )' 

on remplace 2c*-t-e* — par 2C% et il vient 

, dt crfr . .r^2 

, — 7 J = e sin 7 

^a^s* — c 



. » 4 / 2« J , / e 5 \ 

ds — dx\ 1 H COS 2 — — = <£r I 1 -f- - COS 2 b • • • • 

Y c l c \ c 1 c J 

Lcs conditions donn^es par le point B sont 

[ « 2 \ 

= nrr, il = h 2 -h — )• 

c \ c\i 

On en deduit les constantes c et e, et l'equalion de la courbc 
dcvient 

yz=: — sjh(l — h) sin^^« 
n 7r 1 ' 1 in 

C’est une sinusoi’de. La tension est 

i ds 4 A* ( l — h -rnzx\ 

T - ; ■ '—as - (■•*■ 4 -X- -sr )■ 

71 . Remarques sur V iquilibre d'un fil pesant . / 4 /?- 
plications . 
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RECTJEIL D EXERCICES 



La courbe dessin^e par un fil en equilibre sous la seule 
action de la pesanteur est toujours dans un plan vertical; 
en designant par T et p la tension et le poids specifique 
en un point quelconque, ou la tangente fait Tangle a avec 
l’horizon, on deduit des theoremes generaux 



d’ou 



T cos a = G, 



T 

P 



p cos a, 



G = pp cos* a. 



Cette derni&re relation montre comment doit varier la 
density aux divers points du fil pour qu’il dessine une 
courbe donn^e, par exemple un cercle, une cycloide, une 
parabole, une hyperbole £quilat£re, les points les plus bas 
de ces courbes £tant des sonimets : la valeur de p est, avec 
ces diverses courbes, de la forme 



i° a , 2 ° 4 a cos a, 



3 ° 



a 

cos* a 9 



_ i 

4° a(cos 2 a) *; 



on aura, pour la density, 

G C C G (cos 2 oc)* 

p = — j P — 7 —y p = - cos a, P = - - — - — • 

r a cos*a 4« c <>s*a a r a cos 2 a 



Inversement, on peut determiner la courbe quand on 
donne la loi de la density ; supposons cette density con- 
G 

stante et — = a : on aura 
P 



ds 

a = p cos 2 a = cos 2 a = 
r aa 



cos 2 a dy 
sin adz 9 



on en conclut, en choisissant des axes convenables, 



0 ; 



a 

cos a 9 



s = a tanga, T 



Cy 

a 






La premiere de ces relations caract£rise la chainetle et 
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SUR LA m£canique rationnelle. 

conduit ais£ment k son Equation bien connue. Je vais in- 
diquer deux applications simples de celte equation et des 
resultats pr£c£dents. 

i° Un Jil homogine ABB' A', de longueur 2 /, est pose 
sur des chevilles B, B', situees sur une horizontale h la 
distance 2 m Vune de V autre; les portions BA, B'A' 
pendent librement et sont de mime longueur : deter- 
miner la longueur 2s de V arc de chalnette BB\ ( An- 
nates de Gergonne, XIX.) 

Liquation de la chainette & laquelle appartient l’arc BB' 
peut s’ecrire 

(a) 

les abscisses des points B, B' £tant £gales a±/n;en 6 crivant 
que la tension en B est £gale au poids de la portion AB du 
iil, on a 

( m m \ ( m 

e " ■+■ e a )~l— < ^\e n — e a ), 

d’ou 

m 

ae a — l=o; 

cette Equation fait connaitre le param&lre de la chafnette 
et par suite la longueur s : son premier membre, infini pour 
a= o et pour a = 00, atteint sa valeur minimum me — l 
pour a= m. Liquation a deux racines et il y a deux 
figures d’^quilibre si / > me : il n’y en a plus si / < me. 
La question s’applique ^videmment a une pi&ce d'llofie 
qui serait portae sur deux tringles horizontales par alleles. 

2 0 Les extremitis d’un Jil pesant et homogene sont 
fixees en deux points H, H' d y une horizontale ; une petite 
masse, de mime poids que le Jil, est attachie en son mi- 
lieu M. Quel doit itre le rapport de la distance HH' =2 h 
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RECUEIL D’EXERCICES 



a la longueur 2/ du fil pourque les deux parties qui se 
reunissent e/i M y soient orthogonales? ( Caen, 1886.) 

Pour l’Equilibre du point M, il faut que les tensions des 
deux brins MH, MH' en ce point aient leurs projections 
horizontales Egales ; or la mesure de chacune de ces pro- 
jections est de la forme /?a, a Etant le paramEtre de la 
chainette dEcrite par le fil correspondant. Les arcs MH, 
MH' appartiennent done k des chainetles Egales, et ces arcs 
sonl symEtriques Tun de 1 ’autre. En M, la composante ver- 
ticale de la tension du fil MH est Egale a pi, en H a ipl\ 
les composantes horizontales Etant les mEmes, le fil fait 
en H a^c l’horizon un angle dont la tangente est 2. Si 
1 ’arcMH satisfait k une equation de la forme (2), x K etant 
l’abscisse de M, on aura 



d’ou 






a, 



5 = l(.w;), 



Xi 



±^=L(*+/ 5 ), ^ 

a x J a 



9. 4- / 5 _ 
1 -b \J<i 



mais, si 1’on appelle s l’arc de chainette compris entre le 
sommet de cette courbe et le point M, la seconde des Equa- 
tions (1) donne 

s--= a, s-hl=2a, l = a; 

on a done pour le rapport cherchE 

h T 2 -b fl 

7 = L — = o , 562 

1 I -h /2 



72 . Un fil flexible et inextensible, pesant, est Jix 6 cl 
ses ext remites ; outre son poids, chaque Element supporte 
une char ge proportionnelle a sa projection horizontal : 
determiner la loi suivant laquelle varie Vipaisseur du Jil 
lorsque la tension en chaque point est proportionnelle d 
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Vepaisseur; forme de la chatne, sa longueur , son poids. 
Application numerique pour mettre en evidence la na- 
ture des constantes : le cdble est en fer , dont le poids 
specijique est 7,7; les deux points d y appui sont d 100 
metres Vun de V autre sur une horizontale, la fleche de 
l 9 arc est de to metres, le poids supporte par la chatne 
est 3 oo kilogrammes par metre de projection } enfin la 
tension doit itre de 1 1 kilogrammes par millimetre carri 
de section . 

Les equations du probl&me sont de la forme suivante : 

d.T~ = o, d.T^- —pds — qdx = o, 
as as 



p etant le poids d’une longueur £gale a l’unit£ avec l’epais- 
seur correspondant & Foment ds , q la charge additionnelle 
pour une longueur dont la projection est l’unit^. On doit 
avoir T = ap. En appelant c la valeur de p au point le plus 
has, les Equations pr^cedentes donnent 



dx 






ds % 



P ~ds~ C ' acd '%c- C lh- ( l dx = 0 



ou 



ac d 



dy 

dx 



dy a 
' dx* 



= dx. 



Integrant, en prenant pour axes la tangente et la normale 
au point le plus bas, 

(|) 

«■ X . / q -V- C 

y = — a L cos — if • 

J ay c 

II n’y a qu’une branche utile, sym^trique par rapport a OY ; 
pour x = o , y est nul; elle croit jusqu’a l’infini pour 
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x = j a^/ ^ aa dela y est d’abord imaginaire. Pour 



rectifier la courbe, on a 






T (7 + c „ ^ nx 

Je pose = /i a , tang — = 



nx z* — i 



a mz 



j ia(z*-\-i)dz 

X ~ i)*-i-4n».«*’ 

, __ a{\ z*)* dz _ dz / ( /i 2 — 

4 a (> 5 2 -+- 2 /l s — I ) 5 — 4 /l*(/l s -— l)’ 

Pour x = Oj on a 

z = i, 

d’ou la valeur compliqu^e de 5 

_ /n 2 — i (z J + 2n , + 2/n//i J -i)(i+2/i 1 — 2/ii/n* — T) 

aU + - aL ^ ~ y— 

(z 2 -t-2/l 2 — my /l 2 — lj(n-2n 2 -+-2n//l 2 — l) 

Le poids a une expression plus simple, car il est egal a 

X p $ dx = c f t 

a? / q -+- c 

c(q + c) tang-^/ ^ 

Dans l’applicalion numerique, considerons une portion 
du c&ble de i millimetre carre de section ; le poids de 1’ unite 
de longueur serait le poids de i centimetre cube de fer, 
0^,0077; la tension etant de 1 1 kilogrammes, a est egal a 

— L! — = IO ° — metres. Liquation (I) doit 4tre verifiee 

°j°°77 7 ^ \ / 

pour x = 50 “,^ = io m ; c va etre determine par liquation 

T 35o . /3oo -+-c 

L COS {/ = — 0.007. 

10000 y c ’ 

Pour resoudre rigoureusement cette equation, il faudrait 



^Google 




sur la m6cawique rationnelle. io5 

passer au logarithme decimal, chercher Fare correspon- 
dant en fonction du rayon, et en deduire c; mais, comme 
Fare est petit, en le d£signant par u , on peut prendre 

L cos u = — ^ w 2 , ce qui nous donne 



U^) i ( I+ ^ 2 ) = °’ 007 ’ 7 ( ,+ ¥) = 8 °’ c = a8kg > 7 - 

Un metre de c&ble ayant F^paisseur de la chaine au point 
le plus bas p&serait 28 kg , 7 ; il occuperait un volume 

= 3 u, , 7 ; 

7 17 

la section est done 37 centimetres carrds. 

On peut achever les calculs approch^s sans recourir aux 
logarithmes. Calculons d’abord 






__ q -+- c 5 o 
~~ c 



80 35 / o,oi4\ 

= — x ( 1 -+- : Q - = 0,402. 

7 1000 \ 3 / 



Au point le plus haut, ^ est dgal a \J 1 + (o,4o2) 2 = 1 ,078 *, 

la section de la chaine sera de 4 ° centimetres carr^s. Le 
poids de la chaine sera 



t/c(y + c)tan 



— ioo^ 



x 28,7 x o ,402 — 3 oooo = 2964^. 



’ a\/' 



Dans aucun cas 
Lou jours avoir 

x <\ a \J ; 



° ne saurait atteindre - ; il faut 
c 2 



- < - a ou x < 2240“. 
q +c ^ 2 



Digitized by L^ooQle 




io 6 



RECUEIL D EXERCICES 



73. Forme d'equilibre d'un fil homogene et pesant, 
pose sur la surface d'un cdne droit dont Vaxe est ver- 
tical et le somme t en has . (Vieille.) 

En supposant le c6ne parfaitement poll, sa surface exerce 
sur chaque element du fil qui la touche une reaction nor- 
male dont les composantes sont 

_ T xds -t yds ..^tane^acfo __ — 

— 'N y > V = 0c 2 -h7 2 4-.3 2 tang*a ; 



a est le demi-angle au sommetdu c6ne. On a les Equations 
d’equilibre 

* T ar-v**' 

, _ dZ . N _ , 

a . T — p as — — z tang 2 a as. 



On en d^duit 



cTT — p dz , T = p(z — a). 



Multiplions la premiere par — y , la seconde par x y 
ajoutons et posons x = r cos9, r = r sinO : nous aurons, 
en tenant compte de la valeur de T, 






{z-a)r' Ts = c*. 



La G^om^trie donne 



z = r cot a, ds 2 = r 2 d0 2 4- . * - dr 2 ; 

sin 2 a 

done 

+ c* dr 

(I) sin a rfQ = ~ 

r y/r 2 ( r cot a — a ) 2 — c v 

Cette Equation n’est pas g^n^ralement int^grable ; mais 
elle indique suffisamment la forme de la courbe qu’elle 
represente. Pour que T soit positif, il faut que z soit > a, 
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